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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебник предназначен в первую очередь студентам строи­
тельных и других специальностей, изучающих курс «Инженер­
ная геодезия». В первом разделе даны общие сведения по геоде­
зии, топографии, теории ошибок измерений. Многие вопросы 
этого раздела изложены достаточно подробно, что позволяет 
рекомендовать учебник при изучении курса геодезии студентами 
геодезических специальностей. 

Второй раздел учебника посвящен инженерно-геодезиче­
ским работам в строительстве. Изложены методы разбивочных 
работ, исполнительных съемок, геодезического обеспечения 
строительства гражданских и промышленных зданий, линейных 
сооружений и т.п. 

Изложены вопросы геодезического обеспечения кадастра, 
наблюдения за деформациями сооружений. 

Рассмотрены вопросы геодезического использования спут-
н и ковых технологий. 

Учебник может быть использован широким кругом специа­
листов геодезического производства. 



РАЗДЕЛ ПЕРВЫЙ 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ГЕОДЕЗИИ 

Г. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О ГЕОДЕЗИИ, 
ТОПОГРАФИЧЕСКИХ КАРТАХ 

И ТЕОРИИ ОШИБОК ИЗМЕРЕНИЙ 

1.1. Сведения о фигуре Земли и системах координат 

I. Предмет геодезии 

Геодезия - наука об измерениях, средствах измерений и ма­
тематической обработке результатов этих измерений, выполняе­
мых для решения различных научных, производственных и обо­
ронных задач: для определения формы, размеров и гравитацион­
ного поля Земли, планет и спутников Солнечной системы, для 
определения координат точек на поверхности Земли и в около­
земном пространстве, для создания планов, карт, профилей и 
математических моделей местности, для выполнения инженер­
но-геодезических работ при изысканиях, проектировании, строи­
тельстве и эксплуатации инженерных сооружений. 

Геодезия имеет широкое применение в различных областях 
науки, производства и в военном деле. Топографические карты 
используют при планировании и размещении производительных 
сил государства, при разведке и эксплуатации природных ресур­
сов, в архитектуре и градостроительстве, при мелиорации зе­
мель, землеустройстве, лесоустройстве, земельном и городском 
кадастре. Геодезия используется при строительстве зданий, мос­
тов, тоннелей, метрополитенов, шахт, гидротехнических соору­
жений, железных и автомобильных дорог, трубопроводов, аэро­
дромов, линий электропередач, при определении деформаций 
зданий и инженерных сооружений, при строительстве плотин, 
при решении задач оборонного характера. 

Геодезия - греческое слово, означающее «землеразделение», 
является одной из древнейших наук о Земле, имеет многовеко­
вую историю. В процессе своего развития содержание предмета 
обогатилось, расширилось и в связи с этим возникло несколько 
научных и научно-технических дисциплин. 

Высшая геодезия, используя результаты высокоточных гео­
дезических, астрономических, гравиметрических и спутниковых 
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измерений, изучает форму, размеры и гравитационное поле Зем­
ли и планет Солнечной системы, занимается созданием государ­
ственных опорных геодезических сетей, изучением геодинами­
ческих явлений, решением различных геодезических задач на 
поверхности эллипсоида и в пространстве. 

Космическая геодезия - наука, изучающая использование 
результатов наблюдений искусственных и естественных спутни­
ков Земли для решения научных и научно-технических задач 
геодезии. Наблюдения выполняют как с поверхности планеты, 
так и непосредственно на спутниках. 

Топография рассматривает измерения, выполняемые для 
создания планов и карт сравнительно небольших участков зем­
ной поверхности. 

Фотограмметрия изучает формы, размеры, положение, ди­
намику и другие качественные и количественные характеристи­
ки объектов по их фотографическим изображениям. Фотограм­
метрические методы применяют в различных областях науки и 
техники; в топографии и геодезии, астрономии, архитектуре, 
строительстве, географии, океанологии, медицине, кримина­
листике, космических исследованиях и др. Такое широкое при­
менение объясняется объективностью, достоверностью и быст­
ротой получения информации обо всем объекте или отдельных 
его частях, возможностью бесконтактных исследований явлений 
и процессов, высокой точностью и производительностью. 

Инженерная геодезия изучает геодезические работы при 
изысканиях, проектировании, строительстве, реконструкции, 
монтаже и эксплуатации различных инженерных сооружений и 
технологического оборудования, при разведке и добыче природ­
ных богатств страны и ее недр, при создании уникальных объек­
тов и т.п. 

2. Задачи инженерной геодезии 

Инженерная геодезия решает следующие задачи: 
1) геодезические изыскания, включающие создание топогра­

фических планов и карт, профилей, математических моделей 
местности; 

2) инженерно-геодезическое проектирование зданий и со­
оружений; 
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3) разбивка сооружений, т.е. вынесение на местность основ­
ных и дополнительных осей н контуров запроектированных объ­
ектов; 

4) геодезическое обслуживание строительства для обеспече­
ния геометрических форм и размеров возводимых сооружений 
на местности; 

5) обеспечение геометрических параметров монтажа и на­
ладки оборудования; 

6) исполнительная съемка, определение соответствия по­
строенного сооружения его проекту; 

7) исследование в процессе эксплуатации деформаций зда­
ний и сооружений и их частей, возникающих под влиянием раз­
личных факторов. 

3. Краткий исторический очерк о развитии геодезии 

Определением формы и размеров Земли занимались в древ­
нейшие времена и продолжают заниматься до настоящего вре­
мени. Можно выделить четыре основных этапа решения этой 
проблемы [10]: 

1) с древнейших времен до конца XVII в., когда Землю 
принимали за шар; 

2) с конца XVII в. до второй половины XIX в, когда счита­
ли, что Земля является сплюснутым у полюсов шаром, т.е. сфе­
роидом, близким к эллипсоиду вращения; 

3) со второй половины XIX в до сороковых годов XX в., 
когда установили, что более правильно представлять Землю 
трехосным эллипсоидом, который является моделью более 
сложной формы Земли - геоида; 

4) с сороковых годов XX в до настоящего времени, когда за 
фигуру Земли принимают тело, ограниченное физической по­
верхностью Земли. 

В VI в. до н.э. мысль о шарообразности Земли высказал Пи­
фагор (около 571-497 гг.). Он считал, что в природе все должно 
быть совершенным, наиболее совершенным из геометрических 
тел является шар, потому Земля должна быть шаром. 

В IV в до н.э. Аристотель (384-322 гг. до н.э.), наблюдая за по­
степенным исчезновением в море корабля (сначала нижней, а затем 
верхней его части), пришел к выводу, что Земля - всюду выпуклое 
тело. Наблюдения за лунными затмениями показали, что отбрасы­
ваемая на поверхность Луны тень Земли всегда имеет форму круга, 
что возможно только при шарообразности Земли. 
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В III в. до н.э. знаменитый математик и географ Эратосфен 
(278-1 £6 гг. до н.э.), работавший в Александрии, определил ра­
диус земного шара. Он знал, что Сиена (нынешний Асуан) нахо­
дится южнее Александрии примерно на одном меридиане с ней. 
В полдень 21 июня Солнце в Сиене находится в зените (отража­
ясь в глубоких колодцах), его зенитное расстояние равно 0° 
(рис.1, пункт А). В этот же момент, т.е. в полдень, в Александ­
рии (точка В на рис.1) Солнце имело зенитное расстояние 
Z=7°H'. Так как Солнце практически находится в бесконечно­
сти, то линии А и В параллельны и угол с вершиной в центре 
Земли A<p=Z. На рис. 1 

S „ А<р 
R Т * 

S-p откуда R 

Рис 1. Определение радиуса Земли Эратосфеном 

Расстояние S =5000 греческих стадий от Сиеиы до Алексан­
дрии Эратосфен определил по времени перехода каравана верб­
людов из Сиеиы в Александрию и обратно и средней скорости 
перехода - по рассказам купцов. Стадией греки считали расстоя­
ние, равное примерно 158-185м, которое человек спокойным 
шагом мог пройти от момента появления Солнца над горизонтом 
до момента появления всего диска Солнца. 
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Подставляя в формулу (I) S^0,5(158 +185)5000 = 857500м, 
р=3437,75', Лф=7°12', имеем R=6823,8KM, которое отличается от 
современных данных примерно на 450 км. 

Для определения радиуса земного шара Эратосфен выполнил 
астрономические наблюдения по определению разности широт 
(см. рис. 1) 

А<р= <рВ - <рА, 
где фА, (рв - широты пунктов в Сиене и Александрии, располо­
женных на концах дуги S меридиана, и геодезические работы по 
определению длины дуги S. Примененный Эратосфеном способ 
до сих пор используется при астроиомо - геодезическом методе 
изучения Земли. 

После Эратосфена греки и арабы несколько раз определяли 
размеры радиуса Земли. В 827 г. н.э. арабским калифом Аль-
Мамуном (786-833 гг.), сыном известного Гарун-аль-Рашида, в 
Месопотамии к северу и к югу от пункта с широтой 35° были 
измерены дуги меридиана в 1°, угловые и линейные измерения 
были выполнены с высокой для того времени точностью, радиус 
Земли, вычисленный по результатам этих измерений, оказался 
равным 6406 км, т.е. близким к современным данным (для 35° 
средний радиус R=6371 км), т.е. разность равна 35 км, радиус 
получен с ошибкой менее 0,6%. 

Эпоха мрачного средневековья. По образному выражению 
С.Цвейга (Цвейг С. Америго. - М, Географиздат, 1960г.) "дух 
человеческий парализован как после смертельно опасной болез­
ни, человечество больше ничего не желает знать о мире, который 
оно населяет. И самое удивительное - все, что люди знали ранее, 
непонятным образом ими забыто". 

Только в эпоху великих географических открытий, т.е. в пе­
риод Возрождения, наступает новый расцвет наук и искусств. 
Кругосветное путешествие Магеллана в 1519 - 1522 г. подтвер­
дило шарообразность Земли. 

Развитие мореплавания требовало подробных и точных карт, 
при создании которых необходимы более точные данные о раз­
мерах земного шара. Были попытки новых определений разме­
ров Земли. Наиболее точное определение было выполнено фран­
цузским ученым и придворным врачом Жаном Френелем (1497 -
1558 гг.), определившим дугу меридиана между Парижем и Амь­
еном, длина дуги в 1° оказалась равной 56747 тоазам (1 тоаз = 
1,94904 м), т.е. 110,6 км, по сравнению с современными данными 
ошибка составила 0,1%. 
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Предложенный в 1614 г. голландским астрономом и матема­
тиком Снеллиусом (1580 - 1626 гг.) метод триангуляции, позво­
ляющий довольно точно определять на местности длины дуг 
меридианов в сотни и тысячи километров, явился началом новой 
эпохи в истории градусных измерений. 

Французский академик Жак Пикар (1620 - 1682 гг.) впервые 
использовал геодезические приборы со зрительными трубами и 
сеткой нитей (прообраз современных теодолитов) и в 1669 -
1670гг. повторил градусные измерения Френеля между Парижем 
и Амьеном, создав цепь из 13 треугольников, определив длину 
одного градуса дуги парижского меридиана, равную 111,212 км 
(по современным данным 112,221 км), т.е. с ошибкой 9 м̂  Опре­
деленный им радиус Земли оказался равным 6372 км. Работами 
Ж. Пикара завершился первый, 2000 - летний, период изучения 
Земли как правильного шара. 

Второй период изучения формы и размеров Земли связан с 
работами великого английского ученого И.Ньютона (1642 -
1727 гг.), который показал, что фигурой равновесия жидкого 
1ела, в котором силы притяжения направлены по радиусам в 
центр, является шар. На вращающийся жидкий шар кроме силы 
тяжести действуют центробежные силы, возрастающие от полю­
сов к экватору и стремящиеся приплюснуть шар у полюсов. В 
результате фигурой равновесия вращающегося жидкого тела 
становится эллипсоид вращения с малым сжатием, и сила тяже­
сти возрастает от экватора к полюсам. 

Хотя теория Ньютона подтверждалась открытием вращения 
и сжатия Юпитера и наблюдавшимся отставанием маятниковых 
часов при перемещении от полюсов к экватору, в связи с умень­
шением силы тяжести, она вызывала ожесточенные споры. Для 
проверки теории Ньютона Парижская академия наук для выпол­
нения градусных измерений организовала две экспедиции: в 
1735 году в экваториальную область Перу и в 1736 году в Ла­
пландию. Первая экспедиция за 8 лет измерила дугу меридиана в 
3°07' - 350 км, вторая - за полгода дугу в 1°. Результаты этих 
экспедиций подтвердили теорию Ньютона. 

В 1792 - 1797 гг. по решению революционного Конвента 
французские ученые Деламбр (1749 - 1822 гг.) и Мешен (1744 -
1804 гг.) за 6 лет измерили дугу парижского меридиана длиной в 
9°40' (1000 км) от Дюнкерка до Барселоны, проложив цепь из 115 
треугольников через всю Францию и часть Испании. Эти работы 
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были выполнены для определения длины метра, равного одной де­
сятимиллионной части половины парижского меридиана 

Плоскость меридиана, проходящая через данную точку и ось 
вращения эллипсоида, при пересечении с поверхностью эллип­
соида образует эллипс, который осью вращения делится попо­
лам, каждую половину такого эллипса называют меридианом. К 
сожалению, во многих литературных источниках метр опреде­
ляют как одну десятимиллионную часть не половины, а четверти 
парижского меридиана. 

Крупнейшие градусные измерения в XIX в. были выполнены 
в пограничных, западных районах России под руководством из­
вестных русских астрономов и геодезистов: первого директора 
Пулковской обсерватории ВЛ. Струве (1793 - 1864 гг.) и генерала 
К.И. Теинера (1783 - 1860 гг.)- Продолженная через Швецию и 
Норвегию Зеландером (1804 - 1870 гг.) и X. Гастином (1784 -
1873 гг.) дуга меридиана от северного побережья Норвегии до 
берегов Дуная в Бессарабии имела протяженность 25°20' по ши­
роте. Все работы по созданию "дуги Струве" были выполнены с 
1816 по 1852 г. По глубине научных разработок, тщательности и 
объему выполненных работ "дуга Струве" была уникальной и не 
потеряла своей ценности до настоящего времени, использова­
лась при определении параметров земного эллипсоида в нашей и 
многих других странах. 

Следует отметить два небольших, но важных градусных из­
мерения, выполненных в 1822 - 1823гг. крупнейшим немецким 
ученым К. Гауссом (1777 - 1855 гг.) в Ганновере - длина дуги 
2°0Г - и в 1931 - 1934 гг. известным немецким ученым Бесселем 
(1784 - 1846 гг.) в Восточной Пруссии - длина дуги 3°04'. Цен­
ность этих работ связана с разработкой новых, более совершен­
ных методов измерений и способов обработки результатов этих 
измерений, образцовым исполнением высокоточных геодезиче­
ских работ. 

Большие градусные измерения с 1800 по 1900 гг. выполнены 
англичанами в Индии, получившими ряд дуг размером 10-20° по 
меридианам и параллелям. 

Во второй половине XIX в. по инициативе В.Я. Струве вы­
полнены крупнейшие градусные измерения по параллели 47-48° 
от Бреста до Франции, через Париж - Вену - Ростов-на-Дону -
Астрахань н по параллели 52° - от западных берегов Ирландии 
через Лондон - Берлин - Варшаву - Гродно - Бобруйск - Орел -
Саратов - Оренбург - Орск. 



В конце XIX начале XX века большие работы по градусным 
измерениям по меридианам и параллелям выполнены в США: 
трансконтинентальная дуга по параллели со средней широтой 
39° протяженностью в 48°46' и по меридиану 98 е от берегов Мек­
сиканского залива до границы с Канадой (длина дуги в 33°). 

В конце Х1Хв. англичане начали градусные измерения в Аф­
рике от мыса Доброй Надежды до Каира. В XX в. продолжаются 
построения рядов триангуляции иа всех континентах и в ряде 
стран - сплошных сетей триангуляции. Большой объем градус­
ных измерений выполнен в СССР, оии проводились по специ­
альной программе, отличаясь высоким научным уровнем, едино­
образием методов, применением новейших приборов и совре­
менных способов измерений. Построение классической астро-
номо-геодезической сети в России и СССР было выполнено к 
1991 г. При создании астрономо-геодезической сети выполня­
лись не только геодезические и астрономические, но и гравимет­
рические определения ускорения силы тяжести. 

Результаты градусных измерений были использованы при 
выводе параметров земного эллипсоида. В табл. I приведены 
сведения о некоторых из этих эллипсоидов [10], 

Таблица 1 

Автор Год Большая 
полуось, м Сжатие Примечание 

Дсламбр 1800 6375653 1:334 Использован для определения 
метра 

Вальбек 1819 6376896 1:302,8 Первый, применявшийся 
в России 

Бессель 1841 6377397 1:299,15 Применяется во многих странах, 
в СССР-до 1946г 

Кларк 1880 6378249 1:293,47 Применяется в США и Канаде 
Жданов 1893 6377717 1:299 Получен по русским градусным 

измерениям 
Хенфорд 1909 6378388 1:297 До 1967г. был принята качестве 

международного. 
Красовский 1940 6378245 1:298,3 Принят в СССР и всех 

соцстранах Европы и Азии 

В середине XIX в. закончился второй этап в изучении фигу­
ры Земли, стало ясно, что эллипсоид вращения лишь прибли­
женно описывает действительную фигуру Земли. Первые пред­
ставления фигуры Земли трехосным эллипсоидом были сделаны 
в 1860 г. русским геодезистом Ф.Ф. Шубертом (1789- 1865 гг.) 
и в 1878 г. английским ученым Кларком. Но и трехосный эллип-

11 



соид недостаточно точно представлял действительную Землю. 
Современный период в изучении фигуры Земли связан с работа­
ми Ф.Н. Красовского (1878 - 1948 гг.) и М.С. Молоденского. 
М.С. Молоденский разработал метод точного определения физи­
ческой поверхности Земли, основной задачей при изучении фи­
гуры Земли становится изучение поверхности Земли, ее гравита­
ционного поля. 

Использование спутниковых технологий позволило разрабо­
тать новые независимые методы определения фигуры Земли. 
Путем использования спутниковых, астрономических, геодези­
ческих и гравиметрических методов были определены геодези­
ческие модели Земли, принятые в качестве международных: гео­
дезическая референц - система 1980 г. - а = 6378137, а = 
1:298,257. Система геодезических параметров Земли ПЗ-90 име­
ет параметры : а = 6378136, а = 298,257839303. В последнее 
время в России создана и внедряется система координат СК-95. 

Градусные измерения, используемые в научных целях, позже 
стали применяться для создания опорной геодезической сети. 
Большое применение эти работы получили после наполеонов­
ских войн и в связи с фундаментальными исследованиями Гаус­
са, Бесселя, Струве. 

В развитых странах появились учреждения, чаще военные, 
по картографированию территорий, т.е. по выполнению основ­
ных работ (астрономо-геодезическое обоснование), топографи­
ческих съемок и изданию карт различных масштабов. 

В России в 1822 г. на основе Военно-топографического депо 
был создан Корпус военных топографов. До этого картографи­
рованием территории России занимался Географический депар­
тамент Петербургской Академии наук. Первые топографические 
съемки в России были выполнены при Петре I в 1696 г. на Дону 
н в 1715 г. на Иртыше. 

Первые систематические работы по развитию сетей триангу­
ляции в России связаны с К.И. Теннером (территории бывшей 
Виленской губернии) и В.Я. Струве (Прибалтийские губернии). 

В течение XIX в. Корпус военных топографов выполнил 
большие работы по развитию сетей триангуляции в пограничных 
и центральных районах страны по созданию карт различных 
масштабов на эти территории. При выполнении этих работ ис­
пользовались различные эллипсоиды (Вальбека, Кларка, Бессе­
ля), различные начала и различные системы координат, что при-
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вело к недопустимым невязкам при соединении различных три­
ангуляции, несмыканню рамок планшетов на границах съемок. 

В 1871 г. Военно-топографический отдел Корпуса военных 
топографов стал систематически выполнять геометрическое ни­
велирование. К 1894 г. нивелирная сеть достигла 13000 км, было 
выполнено первое ее уравнивание и составлен каталог, содер­
жащий 1092 пункта. Но и в этом случае не существовало единой 
исходной поверхности для определения высот точек в разных 
районах страны, не было единого подхода к выполнению работ. 

Кроме Корпуса военных топографов до революции 1917 г. 
работы по триангуляции и топографическим съемкам выполняли 
Межевое ведомство, Гидрографическое управление, Горное ве­
домство, Ведомство путей сообщения, Переселенческое управ­
ление и др. Все они вместе с Корпусом военных топографов вы­
полнили топографические съемки менее чем на 20% территории 
России. После Октябрьской социалистической революции зна­
чительно увеличился объем геодезических работ. 15 марта 1919 г. 
был издан Декрет об организации Высшего геодезического 
управления (ВГУ) - (позже Главное управление геодезии и кар­
тографии (ГУГК) при СМ СССР и в настоящее время Федераль­
ная служба геодезии и картографии России), перед которым ста­
вилась задача выполнения геодезических и топографических 
работ с целью изучения территории страны, поднятия и развития 
ее производительных сил. Кроме ВГУ продолжало геодезиче­
ские и топографические работы военно-топографическое 
управление (ВТУ). 

Работы стали выполняться по единым техническим инструк­
циям и наставлениям. К 1930 г. на европейской части СССР соз­
дано восемь полигонов триангуляции I класса периметром 800-
1000 км, уравнивание которых выполнено по способу Красов-
ского на эллипсоиде Бесселя с исходным пунктом в Пулкове. 

К 1939 г. было создано 70 полигонов протяженностью в 
46000 км. Новое уравнивание астрономо-геодезической сети вы­
полнено в 1942 г. Сделан переход на эллипсоид Красовского. 

После Великой Отечественной войны происходит бурное 
развитие геодезических работ в связи с восстановлением народ-
ного хозяйства и освоением малообжитых районов страны. К 
1960 г. завершено создание карты масштаба 1:100000 на всю 
территорию страны, а к 1970 г. в основном закончено создание 
на территорию СССР астрономо-геодезической сети I класса. В 
1980-х годах завершена съемка в масштабе 1:25000. К 1977 г. 
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выполнена и уравнена нивелирная оеть I и II классов из 500 пола-
гонов периметром от 500 в центральной части страны до 6000 км иа 
северо-востоке в каждом полигоне. 

В настоящее время широкое применение в геодезии находят 
спутниковые технологии, позволяющие с высокой точностью 
определять координаты пунктов. На высоте около 20000 км 
функционирует сеть искусственных спутников Земли (не менее 
18, обычно 24 - 30), орбиты которых рассчитаны так, чтобы в 
каждой точке поверхности Земли и Мирового океана в любое 
время суток независимо от погоды можно было наблюдать не 
менее четырех спутников. В настоящее время выполняется со­
вместное использование систем ГЛОНАСС (ГЛОбаяьная НАви-
гационная Спутниковая Система, Россия) и KAVSTAR (NAViga-
tion Sattelite providing Time And Range, - навигационная спутни­
ковая система, обеспечивающая измерение времени и местопо­
ложения, США). В дифференциальном варианте точность опре­
деления координат относительно опорного пункта с известными 
координатами достигает несколько миллиметров. 

В связи со строительством атомных электростанций, ускори­
телей заряжеиных частиц, космодромов и других уникальных 
сооружений точность инженерно-геодезических работ возросла 
до 0,1 - 0,2 мм. Для получения этой точности используются но­
вейшие достижения в электронике, лазерной технике, математи­
ке, вычислительной технике и т.п. 

4, Уровенная поверхность. Отвесная линии. 
Геоид, квазигеоид, земной эллипсоид, Нормальная Земля. 

Уклонение отвесных линий 

Обычно под фигурой Земли понимают тело, ограниченное ее 
физической поверхностью и невозмущенной поверхностью мо­
рей н океанов. При определении фигуры Земли не нужно под­
робно изображать ее физическую поверхность в виде карт, дос­
таточно определить положение на ней сети точек в единой про­
странственной системе координат. 

При решении научных и практических задач большое значе­
ние имеет определение уровенных поверхностей и поверхности 
геоида. Уровенной называют поверхность, в каждой точке кото­
рой потенциал силы тяжести имеет одинаковое значение. Раз­
ность потенциалов соответствует работе по перемещению еди­
ничной массы в поле действия силы тяжести. При движении ма-
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териальной точки по уровениой поверхности ие совершается 
работа А, т.е. 

А = Fs cos a = 0, (2) 
где F - сила, s - путь, а — угол между направлением силы и дви­
жения. Согласно второму закону Ньютона F = am. В рассматри­
ваемом случае а = g - ускорению свободного падения. При т = 1, 
s = h получаем: 

Fs cos a = gh cos а = О (3) 
Так как g Ф О, то при h Ф О а = 90°, т.е. уровенная поверхность 

всюду перпендикулярна направлению силы тяжести. 
Известно, что при переходе единичной массы от одной уро­

вениой поверхности к другой совершается одинаковая работа, 
т.е. 

А - gAh = const. (4) 
Следовательно, для двух точек, в которых ускорение сво­

бодного падения неодинаково, можно записать 
giAhi = giAhi, 

откуда 

Ап_=Адп. (5) 

При gi Ф g 2 Ah2 Ф Апьследовательно, расстояние между уро-
венными поверхностями является неодинаковым. Так как на по­
люсах g n больше, чем g3 на экваторе, то расстояние между уро-
венными поверхностями на полюсах будет меньше, чем на эква­
торе, т.е. Ah3>Ahn. Расстояние между уровенными поверхностя­
ми уменьшается с увеличением широты. 

Рис. 2 Уровенные поверхности и силовые линии 
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Силовые линии <на рис.2 - пунктирные линии), перпендику­
лярные к уровенным поверхностям, являются кривыми, обра­
щенными выпуклостью s сторону экватора - для нормального 
поля силы тяжести. Касательная к точке силовой линии называ­
ется отвесной линией (на рис. 2 - стрелки). 

Геодезические измерения связаны с установлением направ­
ления отвесной линии в точках, в которых выполняются измере­
ния. Если в каждой точке результаты измерений относить к уро­
венной поверхности, проходящей через эту точку, то они будут 
отнесены к различным уровенным поверхностям и в результате 
не получится замкнутых фигур. Поэтому результаты измерений 
необходимо переносить на какую-нибудь одну, общую для всех 
измерений, уровенную поверхность, принятую за основную. Из 
множества уровенных поверхностей за основную целесообразно 
принять ту, которая лучше представляет фигуру Земли в целом. 

Известно, что более 70% поверхности Земли покрыто моря­
ми и океанами и суша в среднем возвышается над морем на 900 
м, поэтому в качестве основной уровенной поверхности обычно 
принимают поверхность морей и океанов при спокойном их со­
стоянии и мысленно продолженную под материками. 

В России за основную принята уровенная поверхность, про­
ходящая через нуль Кронштадского футштока, который на 10мм 
выше среднего уровня Балтийского моря (абсолютная Балтий­
ская система высот 1977 г. [3]). Тело, ограниченное основной 
уровенной поверхностью, называют геоидом. Эта поверхность 
из-за различий температуры и солености воды в различных точ­
ках Мирового океана и других причин строго не совпадает со 
средней невозмущенной поверхностью морей и океанов. Напри­
мер, а районе Панамского канала разность уровней Тихого и Ат­
лантического океанов равна 0,62 м; нуль Кронштадского фут­
штока на 0,7 м выше уровней Черного моря и морей Ледовитого 
и Тихого океанов. Отклонение среднего уровня океана от геоида 
может достигать 1м, поэтому различают поверхность геоида и 
топографическую поверхность морей и океанов. 

Невозможность строгого определения фигуры геоида под 
сушей (неизвестно распределение масс внутри Земли и, вследст­
вие этого, неизвестна кривизна силовых линий гравитационного 
поля между геоидом и поверхностью Земли) привела М.С. Мо-
лоденского к задаче нахождения фигуры квазигеоида, однознач­
но определяемой по наземным астрономо-геодезическим и гра­
виметрическим измерениям. 
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Квазнгеоид совпадает с геоидом на морях и океанах, на суше 
отступление квазигеоида от геоида не превышает 2 м в высоко­
горных районах, 1 м в горных, и несколько сантиметров - в рав­
нинных. 

Для научного и практического использования необходима 
простая математическая аппроксимация фигуры Земли. Наибо­
лее удобным представлением Земли оказался земной эллипсоид 
- эллипсоид вращения (рис. 3), параметры которого подобраны 
и ориентирование которого в теле Земли выполнено под услови­
ем наилучшего соответствия фигуре квазигеоида (геоида) в пре­
делах всей Земли - общеземной эллипсоид - иди отдельных ее 
областей - референц-эллипсоид. 

Рис. 3. Земной D.n.nuncoitd, а - большая, в - малая полуоси эллипсоида 

Р. 

Рис. 4. Основные элементы эллипса 
Поверхность земного эллипсоида образуется путем враще­

ния эллипса вокруг малой оси. Для изучения земного эллипсоида 
достаточно рассмотреть образующий его эллипс. Для эллипса 
(рис.4) сумма расстояний от любой его точки до фокусов Fi, F2 
равна 2а, т.е. является постоянной. Эллипс характеризуется сле­
дующими величинами: а - большая полуось» в - малая полуось 
эллипса; OF = 0F t = 0F 2 =V# 2 -b 2 - расстояние, определяющее на 
большой оси фокусов Fj и F 2 относительно центра О эллипса; 
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с - полярный радиус, для определения которого из подобных 
треугольников PF tti и PFjO имеем da = a/b, откуда с — а2/Ь\ 
e~OFla~4<?-tf!<i - первый эксцентриситет; e=OF/b=^az-b2/b~ 
второй эксцентриситет; а = (а - Ь)/а - сжатие эллипса. 

Поверхности квазигеоида и земного эллипсоида не совпада­
ют, величина несовпадения этих поверхностей по высоте зави­
сит в основном от принятых размеров, способа ориентировки 
эллипсоида и от особенностей строения земной коры. Эти не­
совпадения подразделяют на общие волны квазигеоида, возни­
кающие из-за общих неправильностей строения земной коры, и 
на местные волны, вызванные региональными особенностями 
строения земной коры, например, горными массивами. Местные 
волны квазигеоида имеют небольшие размеры, но нередко вызы­
вают сравнительно резкие изменения кривизны поверхности ква­
зигеоида. 

В настоящее время в геодезии, геофизике, астрономии и дру­
гих отраслях знания используют Нормальную Землю. В геоде­
зии наибольшее распространение получило представление Нор­
мальной Земли в виде уровенного эллипсоида вращения, ограни­
ченного эквипотенциальной поверхностью нормального поля 
силы тяжести. Ввиду важности дяя геодезии и других отраслей 
знания многие параметры Нормальной Земли получили название 
фундаментальных геодезических постоянных. 

Поверхность квазигеоида И земного эллипсоида в общем 
случае не параллельны, поэтому в одной н той же точке направ­
ление отвесной линии и нормали к поверхности эллипсоида не 
совпадают (рис.5). Угол и с вершиной в данной точке между на­
правлением отвесной линии и нормалью к поверхности эллип­
соида называют уклонением отвесной линии. Если нормаль 
проводят к поверхности общего земного эллипсоида, то уклоне­
ние называют абсолютным, если к поверхности референц-
эллипсоида, то относительным. Определение уклонений отвес­
ных линий необходимо для изучения фигуры квазигеоида, уста­
новления референц-зллипсоида и для вычисления редукций в 
процессе обработки результатов геодезических измерений. Ук­
лонения отвесных линий можно определять астрономо-геодези-
ческим, гравиметрическим и астрономо-гравиметрическим ме­
тодами. 

В России и ряде других стран при выполнении геодезиче­
ских и картографических работ использовали эллипсоид Красов-
ского, для которого: 
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а = 6 378 245,0000 м, а = 1:298,3 * 0,0033523299; 
b = 6 356 863,0i 88 м, с = б 399 698,9018 м, 
е*= 0,0066934216, е ' 2 = 0,0067385254. 

fuattttcftaa 
П0д0рхнрсть Зфмли 

tir^mL9**^ \ 
Ме$олмущ*#ю* тапвграфмвсная 

Рис 5. Сечение физической поверхности Земли и поверхностей земного 
эллипсоида, геоида и квазигеоида 

Кроме того, в России используются геодезические параметры 
Земли ПЗ-90, для которой а = 6378136 м, а = 1 ;298Д57839303-

В последнее время в России создана и внедряется система 
координат СК-95. 

При решении многих практических задач фигуру Земли при­
нимают за шар, объем которого равен объему эллипсоида Кра-
совского, радиус такого шара R = 6371110 м. Дяя приближенных 
вычислений принимают R = 6371,1 км. 

5. Основные системы координат, используемые в геодезии 

1- Система геодезических координат позволяет однозначно 
определять положение точки в пространстве тремя величинами: 
геодезической широтой В, геодезической долготой L и геодези­
ческой высотой Н (рис.6). Если точка расположена на поверхно­
сти эллипсоида, то Н - 0 и ее положение определяют величины 
В и Ь . 

Геодезической широтой В называют угол между нормалью 
к поверхности эллипсоида в данной точке и плоскостью геодези­
ческого экватора, т.е. плоскостью, проходящей через центр эл­
липсоида перпендикулярно к его малой оси. Геодезической 
долготой L называют двугранный угол между плоскостью на­
чального геодезического меридиана и плоскостью геодезическо­
го меридиана, проходящего через данную точку. Плоскость гео­
дезического меридиана проходит через малую ось эллипсоида. 
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Геодезической высо­
той Н называют расстояние 
от данной точки до поверх­
ности эллипсоида по нор­
мали к ней. Геодезические 
координаты вычисляют по 
результатам геодезических 
измерений. 

Кроме геодезических 
имеются астрономические 
координаты ф н 1, опреде­
ляемые из астрономических 
наблюдений. 

Астрономической ши-
Рис 6. Система геодезических ротой <р называют угол меж-

координат ду отвесной линией, прохо­
дящей через данную точку, и плоскостью небесного экватора. 

Астрономической долготой X называют двугранный угол 
между плоскостью начального меридиана и плоскостью астро­
номического меридиана данной точки. Плоскость астрономиче­
ского меридиана проходит через отвесную линию данной точки 
параллельно оси вращения Земли. 

Широты В и (р отсчитываются от экватора к полюсам, изме­
няются от 0° до 90" и считаются положительными для северного 
полушария (имеют обозначение с.ш.) и отрицательными для 
южного полушария (ю.ш.) Долготы L и X отсчитываются от на­
чального меридиана к востоку и западу и измеряются от 0 е до 
180°. Восточные долготы (в.д.) считаются положительными, а 
западные (з.д.) - отрицательными. 

Астрономические и геодезические координаты отличаются 
вследствие несовпадения отвесных линий и нормалей к поверх­
ности эллипсоида. Это отличие зависит от величины уклонения 
отвесных линий, среднее квадратическое значение которых для 
равнинных районов составляет около 5", в горных 10 — 15", от­
дельные значения превышают 40". 

При мелкомасштабном картографировании различиями ме­
жду геодезическими и астрономическими координатами часто 
пренебрегают, и в этих случаях широты и долготы можно счи­
тать координатами общей системы географических координат. 

На поверхности эллипсоида координатными линиями слу­
жат меридианы и параллели. В системе прямоугольных коорди-
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нат для эллипсоида вращения известно уравнение: 
х2 У2 7 2 

Z " I 
(6) 

а" я~ Ь2 

При Z = const вместо (6) получим уравнение окружности: 
9 9 9 Z 2 a 2 9 ( 7 ) 

x^+y^=a z-—-—=г*=const, 
b 2 

где г - радиус окружности, получаемый при пересечении по­
верхности эллипсоида с плоскостью Z = const. Эта окружность 
называется параллелью. При Z = 0 параллель имеет наиболь­
ший радиус г = а и называется экватором. С учетом (7) вместо 
(6) получим формулу: 

а' V ' 
которая является уравнением эллипса, получаемого при пересе­
чении поверхности эллипсоида плоскостью, содержащей ось 
вращения. Осью вращения эллипсы делятся пополам, каждая 
половина такого эллипса называется меридианом. 

Система геодезических координат едина для всей поверхно­
сти эллипсоида, удобна для составления карт и имеет широкое 
применение. 

2. Система прямоугольных пространственных координат 
XYZ. В этой системе (рис.7) 
за начало координат принят 
центр 0 эллипсоида, ось 0Z 
совпадает с малой осью эл­
липсоида, ось ОХ находится 
на пересечении плоскостей 
геодезического эк-ватора и 
начального меридиана, ось 0Y 
дополняет систему до правой 
- в правой системе координат 
вращение оси ОХ к 0V проис­
ходит против часовой стрел­
ки, если смотреть по направ­
лению Z0. Положение точки А в этой системе определяется ко­
ординатами х = ОА" , у = А'А" , Z = А'А. 

3. Плоские прямоугольные координаты. Часть поверхно­
сти эллипсоида по определенному закону изображают на плос­
кости. Положение точек на этой плоскости определяют прямо­
угольными координатами х, у. В СНГ часть поверхности эллип-

Рис 7. Система прямоугольных 
пространственных координат 
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соида, офаниченную меридианами через 6 и 3° (координатную 
зону), изображают на плоскости с помощью конформной проек­
ции Гаусса-Крюгера. 

Система координат в проекции Гаусса-Крюгера определяет­
ся следующими условиями: 

1) изображение на плоскости равноугольное, т.е. углы при 
переходе с поверхности эллипсоида на плоскость проекции не 
искажаются; 

2) осевой меридиан, т.е. средний меридиан зоны, и экватор 
на плоскости изображаются прямыми линиями, принимаемыми 
за оси абсцисс и ординат. Началом координат служит изображе­
ние точки пересечения осевого меридиана с экватором; 

3) масштаб вдоль среднего (осевого) меридиана постоянный 
и принят равным единице. Масштаб в других точках одинаков 
по всем направлениям и определяется по формуле: 

i У2 У4 У6 ( 9 ) 

2R2 24R4 720/?6 

Максимальное значение последнего слагаемого для шести­
градусной зоны равно 2,9-10"11, поэтому во многих случаях его 
можно не учитывать. 

В каждой зоне образуется самостоятельная система коорди­
нат. Западной границей первой зоны является гринвичский ме­
ридиан, счет зон ведется к востоку от Гринвича. Долгота LO,N 
осевого меридиана шестиградусной зоны 

L 0 i N = 6 e N - 3 ° J 

гдеЫ -номер координатной зоны. 
Координатные зоны совпадают с колоннами листов масшта­

ба 1:1000000. Номер зоны на 30 единиц отличается от номера 
колонны. На территории СНГ широты В > 35°, поэтому для шес­
тиградусной зоны у<утах cos В - 334 cos 35" = 274 км. Этому 
значению соответствует т max = / + y2/2R2 = 1.00092 и относи­
тельное искажение длины: 

D D 
При топографических съемках в масштабе 1:5000 и крупнее 

требования к точности изображения предметов местности по­
вышаются, относительная погрешность в измеренном на карте 
расстоянии не должна превышать 1:2000. Поэтому при выполне­
нии крупномасштабных съемок применяются трехградусные 
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зоны, осевыми меридианами которых служат осевые « гранич­
ные меридианы шестиградусных зон (рнс.8). Осевые меридианы 
первой трехградусной и первой шестиградусной зон совпадают. 
Долгота осевого меридиана и номер п трехградусной зоны свя­
заны формулой 

Zo,n = Звп. 

45° 51° 

Шестиградусные 
зоны 

Трехградусные 
зоны 

Долготы осевых 
45° 48й 51° меридианов 

Рис. 8. Взаимное положение шести- и трехградусных зон 

Максимальное искажение длин в пределах трехградусной 
зоны в 4 раза меньше максимального искажения в шестиградус­
ной зоне. Для удобства практического использования проекции 
Гаусса-Крюгера немецкий ученый Баумгарт в 1919 году предло­
жил ко всем ординатам трехградусных зон прибавлять 500000 м, 
а перед ординатой ставить номер зоны. Эти предложения были 
приняты и для шестиградусных зон. С учетом этого условно 
принимают 

? = (1000000- N + 500000 + у) м, 
например, если точка находится в 8 координатной зоне и имеет 
ординату у = -55451,54 м, то J = 8 444 548,46. 

Предусмотрены перекрытия координатных зон на Г - до 
широты 28% на 2° - для широт 28-76° и 3° - для широт более 76°. 

В отдельных случаях, например, при геодезическом обслу­
живании строительства промышленных объектов и различных 
инженерных сооружений, в качестве осевого может быть выбран 
средний меридиан участка работ. В этом случае искажения, 
свойственные дайной проекции, являются минимальными. 
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Кроме проекции Гаусса-Крюгера в некоторых странах ис­
пользуют проекцию Universal Transverse Mercator (UTM), в ко­
торой воображаемый цилиндр касается эллипсоида не по осево­
му меридиану, как это выполнено в проекции Гаусса-Крюгера, а 
вдоль секущих линий, отстоящих от центрального меридиана на 
180000 м (рис.9). В этой проекции масштаб по центральному 
меридиану равен 0,9996. 

' митральный 
меридиан 

Рис 9 Проекция VTM 
6. Ориентирование линий 

Ориентирование линий - определение направления линии от­
носительно исходного направления. Исходными направлениями в 
геодезии являются: астрономический или геодезический меридиа­
ны; линии, параллельные осевому меридиану (оси абсцисс в пло­
ской прямоугольной системе координат в проекции Гаусса-
Крюгера), магнитный меридиан. Угол между исходным направле­

нием и линией местности, от­
считываемый по ходу часовой 
стрелки, называют: истинным 
азимутом А, если исходным 
направлением является астро­
номический или геодезический 
меридиан; дирекционным уг­
лом а, если за исходное на­
правление принимают осевой 
меридиан и магнитный азимут 
Ам, если исходным является 
магнитный меридиан (рис.10) 
Магнитный меридиан совпада-

Рис 10 Дирекционныиугол и азимуты ^ с горизонтальной проекцией 
силовой линии магнитного поля, плоскость магнитного меридиана 
совпадает с вертикальной плоскостью, проходящей через концы 
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магнитной стрелки. А, а, и Ам изменяются по ходу часовой стрелки 
от 0 до 360°. 

Связь между этими углами выражается формулой 
А = а + у, 

А = Ам + 5, (10) 
где у - гауссово сближение меридианов, 5 - склонение магнит­
ной стрелки, которое называют восточным, положительным, 
еслн магнитная стрелка (магнитный меридиан) расположена вос­
точнее геодезического меридиана. На рис.10 приведены положи­
тельные значения у и б. 

Кроме гауссова сближения меридианов (угол между мери­
дианом данной точки и осевым меридианом в проекции Гаусса-
Крюгера) имеется сближение меридианов, проходящих через 
данную и другую точку местности. 

Сближение меридианов в проекции Гаусса-Крюгера опреде­
ляют по формуле 

^ 7 = | ( / 2 +0,0045)cos 2 B + /]0,00674/ 3cos 4B+^/]sin5, (И) 

которая позволяет определять гауссово сближение меридианов 
до 0,00Г' при I < 9°. Для приближенного определения у с точно­
стью до Г используют формулу 

у = I sin В-0.539у™ tg В , (12) 
В формулах (11) и (12) 1 = L - Lo - разность долгот меридиа­

на, проходящего через данную точку, и осевого меридиана. Знак 
у определяется знаком /, т.е. для точек, расположенных к востоку 
от осевого меридиана, сближение меридианов имеет знак плюс, а 
к западу - минус. Для приближенного определения сближения 
меридианов используют формулу 

Y = (X2~Xl)sin<pm, (13) 
где Х\ и fa - долготы точек Mi и Mi, <pm - средняя широта точек 
Mi И Мг. При <рш = 0°, на экваторе, у — 0, т.е. на экваторе все ме­
ридианы параллельны между собой. При фт = 90°, на полюсах, 
у = fa - Ал, т.е. углы между меридианами на полюсе равны разно­
сти их долгот. 

Наряду с азимутами для ориентирования линий применяют 
румбы. Румбом называют острый угол между ближайшим кон­
цом меридиана (северным или южным) и данным направлением. 
Перед численным значением румба указывают его направление 

25 



относительиочтгран света: СВ, ЮВ, ЮЗ, СЗ, Связь между азимуг 
тами или дирекционными углами и румбами приведена втабл, 2. 

Таблица 2 

№ четверти Азимут или 
дирекшюниый угол Румб 

I 0 - 9 0 ' СВ. г, = А(а) 
11 90-180* ЮВ.г 2=180"-А(а) 
Ш 180-270* ЮЗ:г, = А { а Ы 8 0 в 

IV 270-260° СЗт« = Я60"-А(а) 

Следует заметить, что магнитное поле Земли изучено недоста­
точно, поэтому значение 5 определяют при топографической съем­
ке по показаниям магнитной стрелки буссоли (специальный ком­
пас, применяемый в геодезинХ когда край буссоли, параллельный 
линии С-Ю, приложен к западной или восточной рамке планшета, 
которые являются изображениями истинных меридианов. Кроме 
того, имеются буссоли, которые прикрепляют к теодолиту, при 
этом нулевой диаметр горизонтального круга теодолита должен 
быть параллелен линии С-Ю буссоли. В этом случае буссоль ис­
пользуют для ориентирования теодолита по магнитному меридиа­
ну. Если при этом измерен магнитный азимуг линии, дирекцион-
ный угол которой известен, то имеется возможность определить 
склонение магнитной стрелки, используя формулу 

6 = а+-у -Ам, (14) 
которая получается из сравнений формул (ID). 

Кроме склонения магнитная стрелка позволяет определять 
наклонение, т.е. угол ее наклона относительно горизонтальной 
плоскости, при этом наклоняется северный конец стрелки. Для 
уравновешивания магннтиой стрелки на ее южный конец при­
крепляют небольшой грузик. 

7. Карта, пдаи, профиль 

Картой называют уменьшенное и обобщенное изображение 
по определенным математическим законам - законам картогра­
фических проекций - всей земной поверхности или отдельных ее 
частей на плоскости. На карту наносят линии меридианов и па­
раллелей (сетку географических координат). Масштаб карты в 
различных ее точках не одинаков. Карты, в зависимости от ис­
пользуемой проекции, имеют отдельные характеристики не ис­
каженными, а другие - искаженными. Например, имеются кар-
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ты, на которых направления или углы Изображаются без искаже­
ния (равноугольные проекции); создают карты, в которых пло* 
щади участков пропорциональны площадям этих участков на 
местности (равновеликие проекции) и имеются карты, в которых 
искажаются все характеристики (произвольные проекции). 

Карты условно делят на крупномасштабные (1:100000 и 
крупнее), среднемасштабные (1:200000 - 1:1000000) и мелко­
масштабные - мельче t: 1000000. По содержанию имеются карты 
топографические, географические, специальные. 

Планом называют уменьшенное и подобное изображение гори­
зонтальной проекции небольших участков местности без учета сфе-
роидичности Земли. Обычно создают топографические планы, на 
которых изображают предметы местности, ситуацию и рельеф. В 
некоторых случаях ограничиваются изображением только ситуа­
ции, такие планы называют контурными. 

Профилем называют уменьшенное изображение вертикаль­
ного разреза местности в заданном направлении. Профили ис­
пользуют при изысканиях, проектировании и строительстве ли­
нейных инженерных сооружений: дорог, трубопроводов, ЛЭП, 
каналов и т.п., подземных сооружений, при этом используют 
продольные и поперечные профили. 

8. Аппроксимация участка сферической поверхности Земли 
горизонтальной плоскостью 

Аппроксимацией называют приближенное выражение ма­
тематических величин или геометрических фигур через другие, 
более простые. В первом приближении Землю принимают за 
шар. Выясним, участки каких размеров с достаточной для прак­
тических целей точностью можно считать горизонтальной плос­
костью. 

На рис. 11 АСВ - дуга окружности, А'В' - касательная в точ­
ке С - середине дуги, R - радиус окружности; *L - д ' с = СВ' • № я 

2 
решения поставленной задачи достаточно определить разность 

AS = d - S , 
Значение ± = R t A , S=Rp,a 

2 В2 
AS = 2Rtg£-RP = R(2tg£.-p] 
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Bs 

Рис. ILK вопросу замены дуги окружности касательной к ее середине 

Раскладывая щЁ- в ряд и ограничиваясь двумя первыми 

членами ряда, находим 

2 3 dH-^" (15) 
12/?' 

Поделив левую и правую части на S, получим относитель­
ную ошибку 

AS 
Л=^=^~= (16) 

S S/AS Ш2 \2R2/S2 

При заданном значении/^ 

В табл. 3 приведены значения AS , /- = ^ £ при R = 6371,11 км 
Js s 

и различных значениях S. 
Таблица 3 

S, км Д S, мм 
Л 5 

22,07 22,1 1:1 000 000 
31,21 62,4 1:500 000 
40,29 134,3 1:300 000 
49,35 246,8 1:200 000 
69,79 697,9 1:100 000 
98,70 1974,0 1:50 000 

На современном уровне техники геодезических измерений 
точность определения линий длиной 10-20 км не превышает 
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1:1 000000. Так как при S = 22 км Д£меньше этой величины, то 
S 

дугу сферической поверхности можно заменить отрезком каса­
тельной в средней точке этой дуги. Следовательно, участок пло­
щадью 

Р=лг( | ) 2 = 3,14(22/2) 2 = 380/си2 

можно с неощутимой для практических целей погрешностью 
принять за плоскость, т.е. кривизной поверхности Земли в этом 
случае можно пренебречь и измеренные на земной поверхности 
отрезки, спроектированные на горизонтальную плоскость, мож­
но считать равными их значениям, спроектированным на сферу. 

С относительной ошибкой 1:50 000 замену сферической по­
верхности плоскостью можно производить на участке площадью 
Р=3,14(98,7/2)2 = 7647 км2, т.е. участке местности размером 
87x87 км. 

9. Метод проекций в геодезии 

При изображении на плоскости (листе бумаги) различных 
предметов обычно используют метод проекций, в частности ор­
тогональную проекцию, когда линии проектирования перпен­
дикулярны плоскости или поверхности, на которую выполняют 
проектирование, В геодезии линиями проектирования являются 
отвесные линии, перпендикулярные уровенной поверхности, на 
которую проектируют предметы местности, эту проекцию назы­
вают горизонтальной. 

Рис 12. Проектирование отвесными линиями 
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На рис. 12 точки А, В, С, D на местности проектируют отвес­
ными линиями ААо, ВВо,СОц DDi на уровенную поверхность, ко» 
торую для небольших участков можно считать сферической. Точки 
An, Во, Сц Do, в которых, отвесные линии пересекают уровенную 
поверхность М, называют горизонтальными проекциями соот­
ветствующих точек местности, а многоугольник AdBoCuOi - гори­
зонтальной проекцией многоугольника АВСЕ). 

Для определения пространственного многоугольника ABCD 
необходимо знать величины АА0, BBQ, CCQ, DDO, т.е. расстояния 
по отвесным линиям от данных точек местности до уровенной 
поверхности Земли, эти расстояния называют высотами точек 
местности Следовательно, имея горизонтальную проекцию уча­
стка местности и зная высоты точек этого участка, можно вос­
становить пространственное положение этого участка физиче­
ской поверхности Земли. 

В тех случаях, когда часть сферической поверхности можно 
заменить плоскостью, касающейся сферы в середине участка, 
проектирование выполняют линиями, перпендикулярными к 
плоскости Р {рис.13). Стороны AuBu, ВоСо, CuD», DoAo н углы ме­
жду ними являются горизонтальными проекциями соответст­
вующих сторон н углов на местности, а плоский многоугольник 
AoBoCoDo - горизонтальной проекцией многоугольника ABCD, 
вершины которого расположены на земной поверхности. Таким 
способом можно получить горизонтальные проекции всех харак­
терных точек участка местности и в итоге - горизонтальную 
проекцию всего участка местности. 

Горизонтальную проекцию многоугольника A«BoC»D» мож­
но изобразить на плоскости (листе бумаги), если наносить в за­
данном масштабе длины горизонтальных проекций АоВо, Bod, 
C)DD, DuA» и углы pi, рг, рз, р4 между ними (см. рис. 13) От из­
меренной на местности линии АВ = D переходят к длине ее про­
екции 

Do = D cos и 

Отрезок Do называют горизонтальным проложением линин 
D, т.е. горизонтальное проложение линин - это длина ортого­
нальной проекции линии местности на горизонтальную плос­
кость. Угол v является углом наклона D относительно горизон­
тальной плоскости. Аналогичным способом находят горизон­
тальные проложения других линий на местности. 

Следовательно, для получения горизонтальной проекции 
участка местности необходимо измерить отрезки D между точ-
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ками на местности, горизонтальные углы р и углы наклона и. 
Кроме этих величин измеряют разности высот h - ВВо - ААо 
(см. рис. 13). 

Рис. 13. Проекптрование перпендикулярами к горизонтальной 
плоскости Р 

При выполнении различных 
геодезических работ часто ис­
пользуют снимки местности, при 
получении которых проектирова­
ние выполняют линиями, исходя­
щими из точки S, называемой 
центром проекции (оптический 
центр объектива фотоаппарата) 
(рис.14). В этом случае проекти­
рующие лучи SA, SB, SC, SD пере­
секают плоскость снимка Р в точ­
ках а, Ь, с, d и четырехугольник 
abed является центральной проек­
цией пространственного четырех­
угольника ABCD. 

Рис. 14. Центральная проекция 
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Условная 

10. Высоты точек местности. Влияние кривизны Земли 
на высоты ее точек 

Высота точки - расстояние по отвесной линии от данной 
точки М до поверхности отсчета. Ортометрические высоты Н 8 

определяют относительно поверхности геоида, нормальные 
высоты Н г - относительно поверхности квазигеоида, геодезиче­
ские высоты Н - относительно поверхности референц-
эллипсоида по нормали к ней, относительные высоты Н' - отно­
сительно условной уровеннои поверхности (рис. 15). В СНГ все 

высоты пунктов государ­
ственной нивелирной се­
ти определяют в системе 
нормальных высот мето­
дом геометрического ни­
велирования с использо­
ванием материалов гра­
виметрической съемки по 
направлениям нивелир­
ных ходов. 

Аномалии высот £, 
определяющие положе­
ние квазигеоида относи­
тельно референц-эллип-
соида, находят метода­

ми астрономического и астрономо-гравиметрического нивелиро­
вания. Геодезическая высота (см. рис.15) 

Относительные высоты Н' применяют при выполнении работ на 
небольших участках. 

Численное значение высоты называют отметкой. В СНГ 
счет высот ведется от нуля Кронштадского футштока (абсолют­
ная Балтийская система высот 1977г.), т.е. относительно нане­
сенной на медной пластине горизонтальной линии (пластина 
замурована в гранитном устое моста). Нуль Кронштадского 
футштока на 10 мм выше среднего уровня Балтийского моря. 
Эти высоты обычно называют абсолютными. 

Разность высот двух точек называют превышением. При 
замене участка уровеннои поверхности касательной плоскостью 
высоты А, определяемые относительно горизонтальной плоско­
сти, отличаются от их значений Н относительно уровеннои по­
верхности. На рис.16 

Референц - эллипсоид 

Рис. 15 Системы высот 
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Рис 16 Высоты ИиА 

H = AsecP + MoMo = Asec /J - (Я sec j3 - Я) 
Раскладывая яеф в ряд и ограничиваясь первыми двумя 

членами ряда secj3 = / + /32/2 = / + l 2 > 
2R2 

получим 

Н = А1+ 
2R' 

Я/+ 
Ж 

R = А+-
2R " 2R2 

(17) 

При А И км = 1000000мм, S = 20км, R = 6371 км последнее 
слагаемое равно 4,9 мм. При выполнении работ невысокой точ­
ности этой величиной можно пренебречь. Второе слагаемое 

д/ г» $_ является значимым даже при небольших значениях S; 
2R 

S, км 0,1 0,5 1,0 2,0 5,0 10,0 20,0 
Ah, мм 0,8 19,6 78,5 314 1962 7848 31392 

Следовательно, величины Ah при определении высот Н или 
превышений h нужно учитывать даже при небольших расстоя­
ниях S. 

Следует обратить внимание на то* что в геодезии для опре­
деления положения точек используют две независимые системы 
координат: систему плоских прямоугольных координат в проек­
ции Гаусса-Крюгера (или в какой-либо другой проекции) и сис­
тему высот относительно поверхности квазигеоядв. Начала ко­
ординат этих двух систем не совпадают: начальный пункт геоде­
зической сети находится в центре круглого зала Пулковской об­
серватории, в зональной системе плоских координат - в пересе­
чении изображений экватора и оеевого меридиана, а начало сис­
темы высот совмещено с нулем Кронштадского футштока. 
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Для небольших участков местности (в пределах 1км2) при 
работах невысокой точности можно использовать единую про­
странственную прямоугольную систему координат. 

П . Система плоских прямоугольных координат в геодезии 

В математике используют левую прямоугольную, систему 
координат, в которой углы отсчитывают от положительного на­
правления оси х (абсцисс) влево, против хода часовой стрелки, в 
этом же направлении нумеруют четверти. 

В геодезии применяют правую систему прямоугольных ко­
ординат, за ось х (абсцисс) принимают осевой меридиан (паи 
средний меридиан участка работ), его направление на север яв­

ляется положительным, по­
ложительное направление 
оси у (ординат) совпадает с 
направлением иа восток. 
Четверти нумеруют по ходу 
часовой стрелки, углы от­
считывают от положитель­
ного направления оси х по 
движению часовой стрелки 
(рис. 17). Знаки координат и 
тригонометрических функ­
ций в различных четвертях 

И к 17. Система плоских приведены в табл. 4. 
удинат в геодезии 

N X i 

1 

Xm 

Ym М 

а / 

0 

III и 

Таблица 4 
Номер 

четверти % 
•mm 

У sin a cosa tga ctga 

1 •¥ + + + + + 

И - + + - - -

Ш - - - - + + 

IV + - — + - -

В условной системе координат направление оси х может не 
совпадать с направлением меридиана, а принимать другое, более 
целесообразное направление. 
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12. Единицы мер, используемые в геодезии 
При выполнении геодезических работ используют меры 

длины, площади, веса, температуры, времени и т.п. При измере­
нии углов используют градус, получаемый путем деления пря­
мого угла на 90 равных частей, Г=60\ 1' = 60". Углы выражают 
также в радиальной мере, равной отношению дуги окружности к 
ее радиусу. Радиан - центральный угол, опирающийся иа дугу 
окружности, равную радиусу. Так как угол 360" соответствует 
длине окружности 2я, то один радиан равен 36072л = 
57°17'44,8Г = 3437,7468' = 206264,81'' = 57,29578G\ При пере­
воде градусной меры в радиан ну ю и обратно используют выра­
жение 

180° п° 
к а' 

где а - радианная, п° - градусная мера одного и того же угла, 
я=3,141592654. Например, вугловой мере угол пв—135°1 Г 17,25", 
для его определения в радиан но и мере имеем 

а = ^ =13УЖ7.2У-Щ1392654 а . 
180° 180° 

Кроме того, для измерения углов используют децимальную 
систему мер, в которой прямой угол делят на 100 равных частей, 
получившаяся часть называется градом (1*). Один град содер­
жит 100 градовых минут (i* = 100е), одна градовая минута имеет 
100 градовых секунд ( i c = ioocr). 

Единицей измерения длины является метр, его длина равна 
одной десятимиллиоиной части половины парижского меридиа­
на (от полюса до экватора). В Международном бюро мер н весов 
во Франции хранится "архивный метр", изготовленный из пла­
тины жезл, соответствующей длины. В 1889 г. из сплава 90% 
платины и 10% иридия были изготовлены 31 жезл, являющиеся 
копиями "архивного метра", 28 жезлов переданы государствам, 
присоединившимся к метрической системе мер. В Россию пере­
даны два таких жезла (эталона): № 28 - хранится во Всесоюзном 
институте метрологии им. Д.И. Менделеева (ВНИИМ) в С.-Пе­
тербурге и № И - в Российской Академии наук. 

В 1960 г. Международная конференция по мерам и весам ус­
тановила длину метра, равную 1 650 763,73 длинам волн излуче­
ния в вакууме оранжевой линии спектра изотопа криптона с 
атомным весом 86. В СССР эту длину метра приняли 1 января 
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J 963 г. при переводе к международной системе единиц СИ. Ин­
терференционная установка, созданная во ВНИИМ, позволяет 
сравнивать жезл с эталонной длиной световой волны в 100 раз 
точнее, чем с платино-иридиевым прототипом метра. 

Единицей измерения площади является квадратный метр; 
10000м2 = 1 гектару (га); 100 га = 1 км2. 

Единицей массы является международный килограмм, еди­
ницей измерения температуры - градус по шкале Цельсия, еди­
ницей измерения времени - секунда, единицей измерения давле­
ния - I атмосфера, равная 760 мм рт.ст. при температуре 0*С или 
1013,25 гектопаскалей (гПа), или 1013,25 миллибар (мбар). За 
единицу измерения частоты периодических колебаний принят 
герц; 1 мегагерца 10" герцам. 

До перехода на метрическую систему в нашей стране основ­
ной единицей длины был сажень, 1 сажень - 84 дюймам, 1 дюйм 
- 25,4 мм. 

1.2. Топографическая карта 
13. Масштабы, точность масштаба 

Горизонтальные проложения отрезков местности при изо­
бражении на картах и аланах уменьшают. Степень уменьшения 
горизонтальных првл**сений отрезков на местности при их 
изображена на карте или плане называют масштабом. Ис-
пользу|ет>гри»ида масштабов. 

Численный масштаб - дробь, числитель которой равен еди­
нице, а знаменатель величине М, показывающей, во сколько раз 
уменьшают горизонтальные проложения отрезков местности ирн 
их изображении на карте или плане (рис. 18,а) Например, на кар­
тах масштабов 1:50000, 1:25000, 1:10000 горизонтальные проло* 
женйя отрезков местности уменьшают в 50000, 25000, и 10000 
раз соответственно. 

Если длину линии на карте обозначить через d, то горизон­
тальное проложение 5 этой длины на местности 

S=Md. (18) 
Пример 1, На карте масштаба 1:5000 длина отрезка 

d^S^MM- Определите длину S соответствующего ему гори­
зонтального проложения на местности. По формуле (18) 
S = 25,4мм* 5000=127000 мм =127 м, 
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Пример 2. Горизонтальное проложенне отрезка на местности 
S=284,7M. Определите длину d на карте масштаба 1:25000. Из 
формуиы ( 1 8 ) ^ ^ ^ 2 8 4 ^ 

М 25000 

а Г-.5000 
tf, Икттимьтрв S0 мвтров 

U u y u y ! I 1 • • I i ^ ^ 
т so в too zm m 

Ю0 50 в 108 200 300 Ш 
Рис 18 Масштабы 

Следует заметить что чем больше знаменатель М численно­
го масштаба, тем масштаб мельче, и наоборот, чем меньше М, 
тем крупнее масштаб. 

Линейный масштаб. Во избежание вычислений часто ис­
пользуют графическое построение, называемое линейным мас­
штабом. Для построения линейного масштаба на линии 
(рис. 18,6) откладывают одинаковые отрезки /, называемые осно­
ванием масштаба. Линейный масштаб с основанием Ь=2 см на­
зывают нормальным. Левый крайние отрезок делят на десять 
равных частей, концы отрезков подписывают согласно числен­
ному масштабу карты, для которой он построен. Например, на 
карте масштаба 1:5000 необходимо с помощью измерителя от­
ложить отрезок с|, которому на местности соответствует гори­
зонтальное проложение S~255M. Конец одной иглы измерителя 
совмещается со штрихом 200м^ а конец второй иглы с серединой 
между делениями 50 И 60 м левого отрезка линейного масштаба 
(см. рис. 18,6). Расстояние Между остриями игл измерителя будет 
равно отрезку d. Для определения горизонтального проложения 
линии на местности по соответствуюшему отрезку d = 23,9 мм на 
карте масштаба 1:5000 измерителем фиксируют отрезок на кар* 
те, острие одной иглы совмещают со штрихом основания 100 м, 

37 



а острие второй иглы помещают на левом крайнем отрезке меж­
ду делениями 10 и 20 м, на глаз оценивают 19,5 м, вся длина бу­
дет равна 119,5м. 

Поперечный масштаб обеспечивает более высокую точ­
ность измерений. Его создают путем прочерчивания на одинако­
вом расстоянии друг от друга одиннадцати параллельных линий. 
Перпендикулярно этим линиям прочерчивают линии основания 
масштаба, обычно через 2 см. Крайний левый отрезок делят иа 
десять одинаковых частей (на нижней и верхней параллельных 
линиях), после чего соединяют нулевое нижнее деление с пер* 
вым верхним» первое нижнее со вторым верхним и т.д. (рис*. 
18,в). Для определения наименьшего деления ef на рис. !8,в из 
подобных треуг&^ьннк&в имеем 

а ОГ' 
откуда, учитывая а = 1/n, = m * имеем 

of 

OF mn 
где it - число делений в основании масштаба, ift - число проме­
жутков, делений, между параллельными линиями. 

Следовательно, наименьшее деление поперечного масштаба 
равно основанию масштаба I, деленному на произведение т- п. 
При т=№=Ш наименьшее деление 

х = г/100. 
Такой поперечный масштаб называют сотенным. При 

m = n = 10 и а = 2 мм получаем нормальный сотенный попе­
речный масштаб (см. рис. fSa в% на этом рисунке отложен отре­
зок, длина которого в масштабе 1:5ОО0 равна 

С0 = 2/ + 5а+Зх = 253м. 
В масштабе 1:1000 данна этого отрезка составляет 50*6 м. 
С помощью поперечного масштаба можно откладывать от­

резки с точностью t = х/2 — 0,1 мм* На карте можно различать 
невооруженным глазом отрезки длиной не менее 0,1мм (размер 
диаметра кружка, напученного от укола остро отточенной иглы). 
Поэтому длину горизонтального приложения отрезка на ме­
стности, соответствующую 0Л мм на карте данного масшта­
ба, называют точностью масштаба. Например, точность мас­
штаба 1:5000, 1:10000* 1:50000 соответственно равна 0,1 мм 
5000 = 500мм-0,5 м; 0,1 мм- 10000= 1 м; 0,1 мм • 50000 = 5 м. 
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Используя точность масштаба, можно определить предметы 
на местности, которые по размерам меньше точности масштаба и 
их невозможно в масштабе изобразить на карте, а также опреде­
лить масштаб, в котором нужно создавать карту, чтобы на ней 
изобразились подобными фигурами подлежащие изображению 
предметы местности. 

Длины кривых линий измеряют курвиметром (рис. 19), ко­
лесико которого перемещают по линии при перпендикулярном к 
плану положении кур­
виметра. Если при мас­
штабе плана 1:5000 от­
счет на шкале курвиметра 
11,7, то длина линии на 
местности равна 11,7 см-
5000 =58,5 м. 

Рис. 19 Курвиметр 

14. Топографические карты, их разграфка и номенклатура 

По содержанию карты делятся на общегеографические и те­
матические (политические, экономические, дорожные и т.п.). На 
общегеографических картах изображают ситуацию и рельеф. 
Общегеографические карты масштаба 1:1000000 и крупнее на­
зывают топографическими. В нашей стране в системе тологра-
фо-геодезической службы создают топографические карты сле­
дующих масштабов: 1:1000000, 1:500000, 1:300000, 1200000, 
1:100000,1:50000,1:25000,1:10000, 1:5000, 1:2000. 

Территория страны или отдельных ее регионов изображается 
на многих листах карты, размеры листов подбираются такие, 
чтобы картами было удобно пользоваться. Листы карт различ­
ных масштабов объединяют единой системой разграфки и но­
менклатуры. В нашей стране основой разграфки и номенклатуры 
листов топографических карт является международная разграф­
ка листов карты 1:1000000. От экватора к северу и к югу поверх­
ность земного шара делят параллелями через 4* на пояса (обо­
значают латинскими буквами от А до Z) и меридианами, начиная 
от 180° через 6° на колонны (рис. 20), которые обозначают араб­
скими цифрами от 1 до 60. Номенклатура получается из назва­
ния пояса и колонны, например, лист, на котором находится Мо­
сква, имеет номенклатуру N-37. 
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Территория, изображаемая на одном листе масштаба 
1:1000000, изображается на четырех листах карты масштаба 
1:5$ввШ), их обозначают буквами А,Б,В,Г (рис. 21), на 9-листах 

масштаба 1:300000, на 36 листах 
масштаба 1:200000 и 144 листах 
масштаба 1:100000 (рис. 22). 
Номенклатура листов этих карт 
состоит из номенклатуры масш­
таба 1:1000000 и собственного 
номера; для листов масштаба 
1:300000 собственный номер 
подписывают римскими цифра­
ми от I до IX слева от номенкла­
туры миллионного листа, а для 
листов масштаба 1:200000 и 
k l 00000 - справа римскими (от 

ЯП» 
Рис.21 Номенклатура листов 

карт масштаба 1.500009 

I до XXXVI) и арабскими (от 1 до 144) цифрами. На рис. 22 за­
штрихованы листы VI-L-49, L-49-VI, L-49-133. 

Территория, изображаемая на листе масштаба 1:100000, изо­
бражается на 4 листах масштаба 1:50000, листы обозначают бук­
вами A,fi,BJ\ на рис. 23 заштриховав лист L-49-133-B. Участки, 
изображаемые на одном листе масштаба 1:50000, изображают на 
4 листах масштаба 1:25000, листы обозначают буквами а, б, в, г 
(на рис. 23 заштрихован лист L-49-ВЗ-Б-в). Местность, изобра­
женная на листе карты масштаба 1:25000, изображается на 4 
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листах масштаба 1:10000, обозначаемых цифрами 1, 2, 3, 4 На 
рис. 23 заштрихован лнстЬ-49-133-Б-г-4. 

Рис. 22. Номенклатура листов карт масштабов /. 300000, 1: 290000 
1:100000 

Рис. 23. Номенклатура листов карт масштабов 1-50000 
1:25000, 1:10000 
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Территория, изображаемая на одном листе масштаба 
1:100000, изображается на 256 листах масштаба 1:5000, номенк­
латура получается путем присоединения к номенклатуре листа 
1:100000 соответствующего номера, от 1 до 256, в скобках. На 
рис. 24 заштрихован лист L-49-133-(16). Местность, изображае­
мая на листе масштаба 1:5000, изображается на 9 листах мас­
штаба 1:2000, листы обозначаются буквами русского алфавита 
от а до и. На рис. 25 заштрихован лист L-49-133-C 16-и). 

*А \ «• 
-^i\ftfU\5\6\7\9\№\ti\m\m\ ж 

и* 

Рис. 24. Номенклатура листов карт масштаба 1:5000 

В табл. 
штабов. 

5 приведены характеристики карт различных мас-

Таблица 5 
Масштаб 

карты 
Номенклатура 

листа 
-Размер рамки Исходный 

масштаб 
Число 
листов 

Масштаб 
карты 

Номенклатура 
листа по широте ио долготе 

Исходный 
масштаб 

Число 
листов 

1:1000000 N-37 4" 6" 
1:500000 N-37-Г 2° 3 ' 1:1000000 4 
1-300000 IX-N-37 1'20' Т 1:1000000 9 
1:200000 N-37-XXXV1 40' Г 1:1000000 36 
ыооооо N-37-144 20' 30* 1:1000000 144 
1:50000 N-37-I44T 10' 15* 1:100000 4 
1:25000 Н-37-144-Г-Г 5' 7,5' 1.50000 4 
1:10000 Ы-37-144-Г-г-4 2,5* 3,75' 1-25000 4 
1:5000 H-37-J44-256 Г15** Г524" 1:100000 256 
1:2000 N-3Z-144-256-H 25" 37.5" 1:5000 9 
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Рас. 25. Номенклатура листов карт масштаба 1:2006 

Крупномасштабные планы (1:5000, 1:2000, 1:1000, 1:500) 
для городского, промышленного строительства и для других це­
лей могут иметь квадратную разграфку. За основной принимают 
лист масштаба 1:5000 размером 40x40 см, каждый лист этого 
масштаба обозначают арабской цифрой. Характеристики планов 
других масштабов приведены в табл.6 {11]. 

Таблица 6 

Масштаб 
плана Число листов Номенклатура 

последнего листа 
Размеры 

квадрата,см 

1:2000 4 в листе масштаба 1:5000 6-Г 50x50 

1:1000 4 в листе масштаба 12000 б-Г-IV 50x50 

1:500 16 в листе масштаба 1:2000 6-Г-16 50x50 

На рис. 26, 27 приведены схемы образования номенклатуры 
листов топографических карт, рис. 26, и планов - рис. 27 [3]. 
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Рис. 26. Схема образования номенкла­
туры листов топографических карт 

Рис,27. Схемо образования номенкла­
туры листов топографических планов 

15. Содержание карт и планов 

1. Условные знаки 
На топографических картах и планах изображают различные 

предметы местности, совокупность которых называют ситуаци­
ей. При изображении ситуации применяют условные знаки, ко­
торые подразделяют на площадные, линейные, внемасштабные, 
пояснительные** специальные. 

Площадные, или масштабные, условные знаки использу­
ют, когда предметы местности изображают э масштабе плана 
или карты согласно их действительным размерам н формам. 
Границы между изображаемыми объектами вычерчивают тон­
кими линиями или точечным пунктиром, а сами площадные объ­
екты заполняют условными знаками или закрашивают. 

Лвнейные условные знаки используют для изображения 
объектов линейного типа: дороги, реки, трубопровода, линии 
электропередач и т.п., ширина которых меньше точности мас­
штаба данной карты. 

Внемасштабные условные знаки применяют для изображе­
ния предметов (колодцы, геодезические знаки, родники, столбы 
и т.п.), которые в данном масштабе не изображаются на карте. 
Внемасштабные условные знаки показывают только положение 
объекта. 
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Пояснительные условные знаки дополняют другие услов­
ные знаки цифровыми данными, пояснительными надписями и 
т.п., характеризующими предметы местности (грузоподъемность 
и ширина мостов, порода деревьев, средняя высота, толщина и 
расстояние между деревьями в лесу, ширина дорог, отметка уре­
зов воды в водоеме и т.п.). 

Специальные условные знаки используют при составлении 
специальных карт и планов. Например, на картах и планах сель­
скохозяйственного назначения изображают границы землепольч 
зований, наименование угодий и т.п. 

Условные знаки по своему изображению должны напоми­
нать вид и характер изображаемых предметов, давать четкое 
представление об объектах местности и позволять легко и одно­
значно читать географические карты и планы. На рис. 28 приве­
дены условные знаки различных типов. 

Jtuam.*l$Bs 

о о 
Лес 

И II 

it it 

1» и 

Луг 

Автомагистрали 

П. 

Вырубки 

Виноградники 

Мост 
автодорожный 

Пашня 

О г о р о f •' 
'""""•• • • • " V ' 6 a 

Железные 
дороги 

в ^ 777.» 

Пункт ГГС Межевой знак Башня 

Рис. 28. Условные знаки, а - площадные, б - линейные, 
в - внемасштабные 
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2. Основные формы рельефа 
Рельефом местности называют сочетание неровностей по­

верхности Земли. Рельеф местности оказывает большое влияние 
на деятельность человека, его необходимо учитывать при проек­
тировании и строительстве различных сооружений - железных и 
автомобильных дорог, каналов, населенных пунктов, аэродромов 
и т.п. Поэтому изображению рельефа на топографических картах 
должно быть уделено большое внимание. 

Все многообразие форм рельефа можно разделить на сле­
дующие основные формы (рис. 29). 

СЙхвив высота аыа А*( 

Рис. 29. Формы рельефа 
J, Гора, холм - конусообразное возвышение над окружаю­

щей местностью, наивысшая ее точка - вершина, боковые по­
верхности - скаты, линия их слияния с окружающей местно­
стью - подошва, или основание, горы, примерно горизонталь­
ные площадки на скате горы называют уступами. 

2. Котловина (впадина) - замкнутое углубление, самая низ­
кая ее точка - дно, боковая поверхность - скаты, линия их слия­
ния с окружающей местностью - бровка. 

3. Хребет- возвышенность, вытянутая в одном направлении. 
Скаты хребта при пересечении в верхней части образуют водо­
раздел, или водораздельную линию. 

4. Лощина - вытянутое и понижающееся в каком-либо на­
правлении углубление, два ската лощины при пересечении обра­
зуют водосливную линию, тальвег, по которой стекает вода, 
попадающая на скаты. Широкая лощина с пологими задернован-
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ными скатами называется долиной, а узкая лощина с крутыми 
обнаженными скатами - оврагом. Скат долины может иметь 
площадку, называемую террасой. Узкое углубление, возникаю­
щее обычно в начале оврага под действием стекающей с возвы­
шенностей воды, называют промониой. Овраг, заросший травой 
и кустарником, называют балкой. 

5. Седловина - наиболее низкое место водораздела, обычно 
имеет вид седла, от седловины обычно берут начало две, распо­
ложенные в противоположных направлениях, лощины. В горной 
местности через седловины обычно проходят дороги или тропы, 
такие седловины называют перевалами. 

Вершииу горы и холма, дно котловины, самую низкую точку 
седловины, перегиб ската и т.п. называют характерными точ­
ками рельефа, а водораздел хребта и водосливную линию - ха­
рактерными линиями рельефа. 

3. Изображение рельефа горизонталями 
К изображению рельефа местности на топографических кар­

тах предъявляют следующие требования: 1) быстро и достаточно 
точно определять отметки точек; 2) определять крутизну и на­
правление скатов; 3) хорошее пространственное представление о 
рельефе местности. 

В настоящее время рельеф на топографических картах изо­
бражают сочетанием горизонталей, условных знаков и отме­
ток точек. 

Горизонталь - изображение на карте линии равных высот, 
которая получается при пересечении уровенной и земной по­
верхностей. Примером горизонтали иа местности является бере­
говая линия спокойного озера или пруда. На рис. 30 приведены 
изображения горизонталями различных форм рельефа. 

Вертикальное расстояние h между смежными уроненными 
поверхностями Р, Т, W (горизонтальными плоскостями) называ­
ется высотой сечения рельефа (рис. 31). Проектируя на гори­
зонтальную плоскость Q горизонтали ВСВ, DED, FMF, KLK с 
отметками Н, H+h, H+2h, получаем на плоскости Q проекции 
горизонталей bcb, ded, и fmf, klk с соответствующими отметка­
ми. Полученные на плоскости Q проекции горизонталей на карте 
изображают уменьшенными в соответствии с масштабом карты. 
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Pitc. 3(1 Изображение горизонталями и условными знаками 
а - вершины; б - террасы, обрыва, осыпи; в - котловины; г - лощи ни; <) - оврага; 
е - хребта; ж- седловины; з - нависшего утеса. 

Рис. 3 / . Сечение рельефа уровенными поверхностями 
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Горизонтали, имеющие одинаковые отметки (на рис. 31 го­
ризонтали 3ed и fmf)> называют одноименными. На рис. 31 
видно, что скат на участке СМ меньше, чем на участке BD, a 
расстояние между горизонталями на первом участке больше, чем 
на втором, т.е. с уменьшением крутизны ската расстояние 
между горизонталями увеличивается. 

Отметки горизонталей всегда кратны высоте сечения, они 
являются замкнутыми линиями (в пределах суши, омываемой 
водными пространствами), не разветвляются и не пересекаются. 
Направление ската показывают короткими линиями, перпенди­
кулярными горизонталям, их называют бергштрнхами. рас­
стояние а между соседними горизонталями на плане называют 
заложением. Чем меньше заложение, тем круче скат на местно­
сти. 

Крутизну линии ВС (рис. 32) можно определить углом на­
клона v, равным углу между линией ВС и горизонтальной плос­
костью, и уклоном 

i = tg v. 
В прямоугольном треуголь­

нике ВСС^ имеем 

ее 
i = fgv= 

(20) 
ВС а 

Уклон i обычно выражают 
в процентах или промиллях -
тысячных долях единицы. Нор­
мальную высоту сечения рель­
ефа определяют по формуле 

Ь = 0Дмм*М, Рис 32 Скатиегохорактериъпткн 

где М - знаменатель масштаба плана. Например, для карты Масш­
таба 1:25000 h=0,2мм • 25000 = 5м, а для масштаба 1:5G000 h - 10 м. 

В табл. 7. приведены высоты сечения рельефа на крупно­
масштабных картах согласно "Инструкции по топографическим 
съемкам в масштабах 1:5000, 1:2000, 1:10б0, и 1:500* - Mj Не­
дра, 1982 г. 

Иногда для более яолного изображения рельефа равнинной 
местности кроме основных горизонталей вычерчивают нолуго-
ризонтали с высотой сечения, равной половине h, и четвертыо-
ризонтали с высотой сечения 0,25 h 
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Таблица 7 
Характеристика рельефа » макси­
мальна преобладающие углы наклона 

Масштаб съемки Характеристика рельефа » макси­
мальна преобладающие углы наклона fcSOBO | 1:2000 | 1:1000,1:500 
Характеристика рельефа » макси­
мальна преобладающие углы наклона 

Высота сечения рельефа, » 
Равнинный с углами наклона до 2° (0Я 

1,0 
0,5 

(КО) 
0,5 

Всхолмленный с углами наклона до 4° (U0) 
2,0 

0,5* 
1,0 

0,5 

Пересеченный с углами наклона до 6° 2,0 
<5,0) 

(КО) 
2,0 

(К5 
1,0* 

Горный и предгорный с углами на­
клона более 6 е 

2,0* 
5,0 

2,0 1,0 

П р и м е ч а н и е : звездочкой отмечены высоты сечения рельефа, 
которые не применяются на топографических картах населенных пунктов; в 
скобках приведены возможные (неосновные) высоты сечения рельефа, ко­
торые на топографических картах населенных пунктов допускаются в огра­
ниченных случаях, оговоренных техническим проектом (программой). 

При сечении рельефа 1, 5, 10, 20 и 40 м утолщают каждую 
пятую горизонталь с отметками, кратными 5» т.е. 5, 25, 50, 100 и 
200м. При высоте сечения 2,5 м утолщают каждую четвертую 
горизонталь с отметками, кратными 4, т.е. Юм. На крутых скло­
нах "допускается между утолщенными горизонталями проводите 
лишь две-три основные горизонтали. Отметки горизонталей 
подписывают в их разрывах так, чтобы верхние части цифр были 
направлены в сторону повышения рельефа. 

16. Решение задач на топографических картах и планах 

1. Определение прямоугольных координат точки 

На карте подписаны в километрах горизонтальные х, абсцис­
сы, и вертикальные у, ординаты, линии километровой сетки. Вер­
тикальные линии параллельны осевому меридиану» а горизон­
тальные - перпендикулярны ему. Для определения прямоуголь­
ных координат точки А (рис. 33) опускают перпендикуляр из 
точки А на ближайшую вертикальную линию километровой сет­
ки и измеряют отрезки Дх и Ду. Умножив их на знаменатель 
масштаба 1:10000, имеем 

х =-6065 км + 80,6 мм • 10000 =6065 км +806 ы = 6065806м, 
н условную ординату точки в четвертой зоне 

у * 4 3 И км+Ду*М=43И км + S3,3 мм -10 000 = 
- 4 3 1 1 км + 833м = 4 З У 833м 

Действительная ордината у = 3 И 833 - 500000 = -188 167, 
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•r-,»-J7-e-e-* 

* -m ЛЛА 
Рис. 33. Рамка и координатная сетка листов карты масштаба / : !(Ю00 

2. Определение широты В и долготы L точки 
Западная и восточная рамки топографической карты имеют ми­

нутные деления широты (минута точками разделена на десятки се­
кунд), а северная и южная рамки - деления долготы. Для определе­
ния геодезической широты В и геодезической долготы L через 
ближайшие к данной точке Ы одноименные минутные деления ши­
рот и долгот прочерчивают линии (см. рис 33), из данной точки М 
опускают перпендикуляр на линии, соединяющие одинаковые ми­
нуты рамок западной и восточной, северной и южной. 

Измеряют отрезки ДВ, AL, ДВ\ AL/ - соответствующие Г по 
широте и долготе. В итоге получаем 

6ft" 
В= 5 4 в 4 Г + — Д Я = 54°41*27,6"; 

Д # 

L = 18e04' = *£JtL = 16"04,54,Г • 

3. Определение углов ориентирования 
Дирекиионный угол а линии MIC (см. рис. 33) определяют путем 

измерения его значения топографическим транспортиром между се­
верным направлением вертикальной линии километровой сетки и 
данным направлением, изменяется от 0 до 360е по ходу часовой 
стрелки. Азимут А (см. рис. 33) линии РА измеряют от северного 
направления изображения геодезического меридиана до данной ли-
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нии, изменяется от 0 до 36СР по часовой 
стрелке. Кроме того, значение истин­
ного азимута А и магнитного азимута 
Ам можно определить по формулам 

С (рис.34) 
А = а + у , Ам = а + у - б . 

Значения сближения меридианов 
7 и склонения магнитной стрелки 5 
изображают ниже южной рамки топо-

Рис 34 Азимут и дирекци- графической карты (рис. 35). * 
онныъугол Положим а = 47° 15'. Тогда А'& 

а + у ~ 47°t5' + 2°\V = 49°26*? f 
A м - а + y - 5 ^ A - 6 ^ 4 9 < > 2 6 , - 6 p 0 9 , = : 4 3 o 1 7 , 

Склонение на 1964 г восточное IWfD- lT) Среднее сближение 
меридианов западное 0°ЩОЩ, При приклеивании буссоли (ком­
паса) к вертикальным линиям юооядмнатной сетки среднее отклоне­
ние магнитной стрелки восточное 0*02*(СЮ1) Поправка в дирекцией-
ныйутхтприпере»(САекмагнт>юмуази^^ 
Примечание в скобках показаны деления угломера (одно целе­
ние угломерам 6) 

Рис 35 Фрагмент карт&шасштаба / 50000 
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4. Определение высот точек 
Если точка находится на горизонтали, то ее отметка равна 

отметке горизонтали. Если точка расположена между горизонта­
лями с разными высотами, то 
ее отметка может быть опре­
делена путем интерполирова­
ния на глаз или более точно 
путем измерения заложения а 
между горизонталями и рас­
стояния d между горизонта­
лью с меньшей отметкой и 
данной точкой (рис. 36). Так, 
при высоте сечения рельефа 5 
м имеем Рис 36 Определение высоты точки 

Н„= 255 м + 5d/a = 255 м + 2,5 м = 257,5 м. 

5. Построение профиля линии местности, заданной иа карте 
На карте масштаба 1:25000, на которой рельеф изображен 

горизонталями с высотой сечения рельефа h = 5м, имеем линию 
АВ. Необходимо построить профиль линии местности по этой 
линии (рис. 37). 

А 

Рис. 37. Решение задач на карте 
На рис. 38 отмечаем горизонтальные проложения d и высоты 

h в метрах. На вертикальных линиях отмечаем отметки Н с уче­
том вертикального масштаба, который обычно в 10 раз больше 
горизонтального. Расстояния между вертикальными линиями 
равны расстояниям между горизонталями или между горизонта-
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лями и характерными точками рельефа (на рис. 37 точка С). По­
лученные на вертикальных линиях точки, соответствующие от­
меткам горизонталей н характерных точек, соединяем прямыми 
линиями и получаем изображение вертикального разреза земной 
поверхности по заданному направлению АВ(рис. 38). 

С помощью профиля можно выяснить, есть ли видимость 
между точками местности. Для этого соединяют эти точки пря­
мой линией. Если эта линия выше профиля и ие пересекает ли­
нию профиля, то видимость имеется. На рис 3S из точки С име,-
ется видимость на точки A, D, но не видиа точка В. Если в и щ 
мости между точками нет, то по профилю можно определить, на 
какую высоту нужно подняться, чтобы появилась видимость, 
Так, если подняться над точкой А до точки с отметкой 173 м, те 
открывается видимость на точку D. 

Н,м 
---. с 

Рис. 38. Профиль местности 

6. Построение на карте линии заданного уклона 
Положим, требуется провести из точки А по направлению к точ-* 

ке С"(см. рис, 37) линию с предельным уклоном i = 10 %o(v ~ 0,6°). 
По формуле (20) имеем заложение а = h/i = 5м • 1000/10 = 500 м 
В масштабе 1:25000 получим а = 500000 мм/25000 = 20 мм, рас­
твором циркуля 20мм засекаем ближайшую горизонталь в точке 
6, а затем & точках с, d, и С". По линии AbcdC уклон не будет 
превышать 10%в. Эта задач» имеет несколько решений. Напри­
мер, из точки А получить течку Ь\ затем с\ d' и С, ломаная 
Ab'e'd'C" также не имеет уклон более 10%». Из нескольких вари­
антов выбирают наиболее приемлемы й. 
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Кроме вычислений по формуле (20) крутизну линий местно­
сти по топографической карте можно определить по специаль­
ным графикам, называемым масштабом заложений. Масштаб 
заложений для углов наклона строят следующим образом. На 
горизонтальной линии откладьшают углы наклона v. Затем по 
формуле 

a = hctgv 
определяют заложения a (h=5M), которые откладывают в мас­
штабе карты на перпендикулярах к горизонтальной линии в точ­
ках с соответствующим углом наклона v. Полученные точки со­
единяют плавной кривой (рис. 39). 

BOOKS.PROEKTANT.ORG 

БИБЛИОТЕКА ЭЛЕКТРОННЫХ 
КОПИЙ КНИГ 

для проектировщиков 
и технических специалистов 

X 
0,5° 1 6 С 2° 3° 4° 5° 6° 7° 

Рис. 39. Масштаб заложений для углов наклона 

Масштаб заложений для уклонов i строят аналогичным спо­
собом. В этом случае 

a = h/i 
Задаваясь уклоном i, при заданной высоте сечения h полу­

чают а, которые откладывают в масштабе карты по перпендику­
лярам, восстановленным в точках с соответствующим уклоном I. 
При h = 5м и масштабе карты 1:25000 получим масштаб заложе­
ний для уклонов (рис. 40). На рис. 39 и 40 заложениям cd и c'd1 

соответствуют угол наклона v = 1,6° и уклон / = 25%». 

10% 20 С 30 40 50 60 
Рис. 40. Масштаб заложений для уклонов 
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7. Определение границ водосборной площади 
Положим, на водотоке (лощине) построена плотина MN 

(рис. 41) „ Требуется определить границы территории, с которой 
водабудет стекать к этой плотине» т.о. определить границу водо­
сборной площади. Граница водосборной площади будет прохо­
дить по водораздельной линии (на рис. 41 - пунктирная линия). 

По карте определяют площадь бассейна, необходимую для 
расчета создаваемых искусственных сооружений: плотин, дамб и 
т.п. Точки М и N проектируемой плотины наносят иа карту со­
гласно проектной Ни отметке наполнения водохранилища. 

Рис. 41. Определение границы водосборник площади 
Линия с отметкой Нл, проведенная на карте, является береговой 
линией водохранилища. Площадь водохранилища (на рис. 41 
заштрихована) Определяют палеткой или планиметром. Объем V 
водохранилища определяют по формуле 

где hep *- средняя глубина водохранилища. 

17. Цифровые н математические модели местности 
В последние годы в связи с переходом на автоматизиро­

ванные методы проектирования кроме топографических планов 
и карт на бумажных носителях широко используют цифровые и 
математические модели местности. 

Цифровая модель местности <ЦММ) - множество точек с 
координатами х, у, z и различным* кодовыми обозначениями 
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для аппроксимации рельефа местности и других характеристик, 
В более общем случае используют сочетание цифровых моделей, 
характеризующих ситуацию, рельеф, гидрологические, июке-
нерно-геологические, технико-экономические и другие показа­
тели. 

При решении различных задач на ЭВМ используют матема­
тическую интерпретацию цифровых моделей, ее называют ма­
тематической моделью местности (МММ). ЦММ и МММ ис­
пользуют как исходную информацию при автоматизированном 
проектировании, при этом затраты труда и времени сокращаются 
в десятки раз по сравнению с использованием для этих целей 
топографических карт. 

Лри цифровом моделировании местности могут использо­
ваться регулярные, нерегулярные и статистические ЦММ [9]. 

Регулярные ЦММ состоят из множества точек с известны­
ми координатами, расположенных в узлах геометрических сеток 
различной формы, чаще в виде сети квадратов (рис. 42,а) или 
равносторонних треугольников (рис 42,6). Используют также 
ЦММ иа поперечниках к магистральному ходу (рис. 42, в). 

—*- Л XJ—. 

Рис 42 Схемы цифровых моделей местности 
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Если на район работ имеются крупномасштабные карты я 
планы, то создают ЦММ в виде массива точек, расположенных 
через определенные интервалы на горизонталях, путем переме­
щения визира дигитайзера и© горизонтали (рис. 42,г). Д м этой 
же цели могут использоваться стереофотограмметрические щт-
боры, когда массив точек формируют в процессе рисовки гори­
зонталей. 

Кроме того, используют массивы исходных точек, располо­
женных по характерным точкам рельефа местности (рис 42, д), 
когда между парой соседних точек возможна линейная интерпо­
ляция высот. 

Статистические ЦММ состоят из массива исходных точек, 
полученных по законам случайного распределения, близкого к 
равномерному, с использованием нелинейной интерполяции вы­
сот поверхностями второго, третьего в ТА. порядка. 

Цифровое и математическое моделирование существенно 
изменило методы изыскания и проектирования строительных 
объектов. 

13* Теория ошибок измерений 
IS. Виды ошибок 

Все используемые в геодезии величины получают из изме­
рений или из вычислений функций измеренных величин. Срав­
нение какой-либо величины с принятой единвдей называют из­
мерением, а полученное при этом численное значение - резуль­
татом измерения. В процессе измерения участвуют объект изме­
рения, измерительный прибор, оператор {наблюдатель} и среда, 
в которой выполняют измерения. Из-за несовершенства измери­
тельных приборов, оператора, изменения среды и измеряемого 
объекта во времени результаты измерений содержат ошибки. 
Ошибки подразделяют на грубые, систематические и случайные. 

Грубые ошибки возникают вследствие неисправности при­
бора, небрежности наблюдателя или аномального влияния 
внешней среды. Контроль работ позволяет выявить и устранить 
грубые ошибки ИЗ результатов измерений. 

Систематические ошибки являются результатом действия 
одного или группы факторов и могут быть выражены функцио­
нальной зависимостью между факторами и результатом измере­
ния. Необходимо найти эту функциональную зависимость и с ее 
помощью определить м исключить основную часть систематиче-
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ской ошибки из результата измерения, чтобы остаточная ошибка 
была пренебрегаемо малой. 

Случайные ошибки неизвестны для конкретного результата 
измерения, зависят от точности прибора, квалификации операто­
ра, неучтенного влияния внешней среды; их закономерность 
проявляется в массе. Случайные ошибки не могут быть устране­
ны из результата конкретного измерения, их влияние можно 
только ослабить путем повышения количества и качества изме­
рений и соответствующей математической обработкой результа­
тов измерений. Случайные ошибки имеют следующие свойства: 

1) по абсолютной величине они не превосходят определен­
ного предела; 

2) положительные и отрицательные их значения равневоз­
можны; 

3) малые по абсолютной величине случайные ошибки 
встречаются чаще, чем большие; 

4) среднее арифметическое значение случайных ошибок 
при неограниченном увеличении числа измерений стремится к 
нулю (свойство компенсации случайных ошибок), т.е. 

e-н. п 
Эти свойства случайных ошибок возникают из принятых в тео­

рии ошибок постулатов: 1) ошибки Д, подчиняются нормальному 

закону распределения; 2) математическое ожидание А/(Д ( )=Е 

д ^ = 0 (pt - вероятность появления случайной ошибки ДД что 
возможно при отсутствий систематических ошибок. 

Если на оси абсцисс отло­
жить величины случайных оши­
бок Л, а по оси ординат - их 
число (<р(Д) - плотность нор­
мального распределения ошиб­
ки), то получим кривую ошибок, 
или кривую Гаусса (рис. 43). 

кривой имеет JAtm 

(21) 

Уравнение 
вид: 

где h = MC'Jl - мера точности; 0 - среднее квадратическое от­
клонение. Если формула (21) получена по результатам измере-

Рис. 43 Кривая ошибок (кривая 
Гаусса) 
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ниЙ, то A = I /W2, где m - средняя квадратическая ошибка. 
Принимая А/m^t, вместо(21) получим 

у^-^е-**** (22) 
тыЗя 

П р и м е р , Построить кривую нормального распределения, 
если Л - О, т, 2т, Зт; т=/,00". 

Р е ш е н и е . Подставляя в формулу (22) т - 1,00", получаем 
у = 0,3989*Г'г'2 = 03989е"л! / 2 т 2 . 

Приведенным значениям Д и /« соответствуют: 
' = %, 0 1 2 3 

~*гЖ~~^/1 ° -°>5 -2«° "^ 
/ l /InT 

у 0,399 0,242 0,054 0,0044 
Построенная по значениям Д и у кривая (см.рис. 43) имеет 

следующие свойства: 
лежит выше оси абсцисс, так как не имеет значений у<0; 
симметрична относительно оси оу; 
при Д=0 величина у принимает максимальное значение; 
имеет точки перегиба при Д=± т; 
касательные к кривой в точках перегиба пересекаются с 

осью абсцисс в точках ±2т. 
19. Критерии оценки точности измерений 

Средняя квадратическая ошибка т - величина, опреде­
ляемая по формуле Гаусса 

где истинные ошибки ДА = ^ - X(t ^1,2,.-^);^-результат изме­
рения величины, истинное значение которой равно X. 

Средняя ошибка Ф - среднее арифметическое из абсолют­
ных значений случайных ошибок, т.е. 

tf_N+N+"+K.LH ( 2 4 ) 

п п 
Вероятная, или срединная, ошибка г находится в середине 

ряда, в котором все ошибки располагают по убыванию нпи воз­
растанию их абсолютных значений. 
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Средняя квадратическая ошибка более предпочтительИа> ч е м 

средняя и вероятная, так как на ее величину большое вЛ и я н ^ е 

оказывают большие по абсолютной величине ошибки и d H a б°" 
лее устойчива, т.е. довольно надежно определяется при неболь­
шом п числе ошибок. Среднюю квадратическую ошибку самой 
средней квадратической ошибки определяют по формуле 

Предельное значение ошибки 
Д ^ З ш . (26) 

При ограниченном числе измерений на практике считаг°т 

Л A<2,5w и Л Л<2,0т. ( 2?) 
пред пред 

Средняя квадратическая ошибка т связана со средней ошиб­
кой # и вероятной ошибкой г приближенными формулам11 

m*I,25ft т«1,48г. (28) 
Все приведенные выше ошибки называют абсолкп н ь ш и* 

Кроме абсолютных имеются относительные ошибки f > кото-
r J /mm 

рыми называют отношение абсолютной ошибки к среднему з н а ~ 
чению измеряемой величины. Относительные ошибки в ь ф а ж а ю т 

дробью, числитель которой равен единице, а знаменателр ~ о т * 
ношению среднего значения измеряемой величины к аб(- о л ю т " 
ной ошибке. В зависимости от используемой абсолютной ошиб­
ки относительные ошибки называют: средней квадрати ч е с к о и 

относительной, средней относительной, вероятной отно(/ и т е л ь" 
ной, предельной относительной. 

Например, длина линии s = 285,00 м измерена со ср е Д н е н 

квадратической ошибкой т% = 0,15л*- Средняя квадратй ч е с к а я 

относительная ошибка г _ 2Ь. - * - * _ _|_^ • Зна-
""'" s ~ s/ т," 285,00/0,15 I9G0 

менатель относительной ошибки целесообразно округлят*» с с о * 
хранением двух первых значащих цифр. 

Если ряд равноточных измерений одной и той же в е л и ч и н ы 

имеет случайные Д, и систематические 8f ошибки, то сУ м м аР" 
ные ошибки будут равны 

<т(:=Д,.+5,. 
Возведя левые и правые части этого равенства в квадрат> п о " 

еле суммирования и деления на п получим 
И = М + И + 2 М ] . 
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Прн большом числе в измерений последнее слагаемое «а ос­
нования четвертого свойства случайных ошибок будет близким 
к нулю, С учетом этого 

где т д - средняя квадратическая случайная ошибка; щ£ - сред­
няя квадратическая систематическая ошибка. 

Если ms < (1/3)гид, то 

Следовательно, систематическую ошибку, не превышаю­
щую (1/3) т& можно не учитывать. При этом значение та 

будет получено с искажением не более 5%. Если т$<{и5)тл , 
то искажение та вследствие сокращения на величину т$ 
уменьшится до 2%. 

20. Исследование рядов ошибок «а нормальное 
распределение 

Исследование рядов ошибок рассмотрим на примере, шив за 
основу работу В Д. Большакова "Теория ошибок измерений" (в 
кн. Оираяочншс шадаиста - М.: Недра, it85). 

Б табл. S приведены угловые невязки 40 треугольников три­
ангуляции 2 класса. Невязки расположены т порядке возрастания 
их абсолютных величии (для определения вероятной ошибки г ) . 
Необходимо выяснить, подчиняема ли этот ряд невязок, яв­
ляющихся истинными ошибками суммы углов в каждом тре­
угольнике, нормальному распределению. 

Таблица 8 
Поряд­
ковый 
номер 

Нсвязкй 
Л>гл.с 

Порядко­
вый но­

мер 
Невязка 
Д у л я х 

Поряд­
ковый 
номер 

Невязка Порядко­
вый но­

мер 

Невязка 
Д у г а с 

1 0,00 1] +0,27 21 +0,68 31 +1,38 
2 OJ0D !2 -0,28 22 -0,74 32 -1,44 
3 ^9,01 ЧЪ ^0,29 23 +0,94 33 -1,50 
4 +0,04 14 +0,33 24 -0,99 34 , +1,55 
5 +0,06 15 .-0,38 25 -1.05 35 +1,56 
6 -0,07 16 +0,45 26 + 1,11 36 -1,58 
7 **,и Г? ^ t i l 27 + U 7 37 +1#0 
Я -0,13 18 -®jm п -1,24 38 • +1,67 
9 -0,15 19 -0,63 2» +1Д9 39 -1,74 
10 +0,23 20 +0,54 30 -т,зз 40 -1,85 
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1Ирически1 Вычислим эмпирические значения: 
-0,4 
4,0 

3) вероятной ошибки r = fo^+fat\)f2 = (!W+QWt2=9№i 
коэффициент ki=mir=l,3b* 

{да \ 
4) средней ошибки й = ЗДц| Ь 4 о = 31,59 / 40 = 0,79; и 

В табл. 9 запишем статистический ряд распределения, разде­
лив невязки с интервалом через 0,5*п=О,5*0,99/'=О»5О'/ на 12 час­
тей. В графе 4 приведено фактическое число ошибок щ, входя­
щих в данный интервал - определяется по табл. 1. В графе 6 да­
ны вероятности р* = [ДФ(/)]/2 попадания ошибки в интервал от 
/ w l да tt (значения /, приведены в правой части графы 3), 

Таблица 9 
Но-
мср 
ин­
тер­
вала 

Длина интервала 1=Д/т, 
угле щ 3. 

n rf Щ. Щ-Щ Щ— ЙД ЛИ 53. 

Но-
мср 
ин­
тер­
вала 

и h и ** 
щ 3. 

n rf Щ. Щ-Щ 
np, 

ЛИ 53. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 а +0,50 0 0,5 8 0,200 0,1915 8 0 0 MOO 
2 0,51 WOO AS 1,0 4 0,100 0,1499 6 -2 -0,333 0,200 
3 1,01 1,50 • I J Q - 1,5 4 0,100 0,0918 4 0 о 0,200 
4 1,5* 2,00 1,5 2,0 4 0,100 0,0441 2 +2 +1,000 0,200 
5 2,01 2,50 2,0 2,5 0 0 0,0165 0 0 0 0,000 
6 2,51 3,00 2,5 3,0 0 0 0,0049 0 0 0 0,000 
7 О -0£0 0 -04 8 0,20© 0 J 9 I 5 8 0 0 0,400 
8 ~0,5Т -1,00 -0,5 -t,Q 4 0,100 0,1499 6 -2 - 0 3 3 9,200 
9 -1,01 -1,50 -1JQ -1.5 5 0,125 0,(39 IS 4 +-1 +0,250 0O5O 
10 -1,51 -2,00 -1,5 -2,0 3 0,075 0,0441 2 +1 +0,500 0,150 
11 -2,01 -2,50 -2,0 -2,5 0 0 0,0165 0 0 0 0,000 
12 -2,51 -3,00 -2,5 -3,0 0 0 0,0049 0 0 0 0,000 

Е 40 \j№- 0,9974 4Q 0 
п = 40 

Ш 



Интеграл вероятности 
/. , . . / , , . . t г < 2 9 > 

0(t) = ~ U - 1 / 2 Л = 0,79788 te~' / 2 А + | < Г ' /2dt+ + \e~l ПШ 

jydx=^-r-(yo+*yc + yh)> 

Интегрирование целесообразно выполнять численным мето­
дом, используя формулу парабол (Симпсона) 

а-Ъ 
6 

где уа,усуь - ординаты кривой для значений абсцисс, равных atJ 

{a+b)/2 и b соответственно Используя эту формулу, для интер­
вала / t — tx получим 

ЛФ(^) = 0,79788 ]е~г / 2 ^ = 0>13298(Г /-/г1Х^~"^"Л + 

-г*,г -iZ ( 3 0 ) 

+ 4е и +е ' ). 
Например, для третьего интервала (см табл.9} по формуле 

(30) имеем *Н=/2=1Д ^=? 3=1Д /fi =0 M +O/2=(/ 2 +/J/2=U5. 
С учетом этих значений 
АФ(Г, )^0 ,13298 .0 ,5 (^ 2 / 2 +4 |? - , 2 5 г / 2 4-^ 5 г / 2 ) = 
0,06649(0,60653+ 4 • 0,45783 + 0,32465) = 0,18368; 

Результаты вычислений A S выполненных с использованием 
формулы (30), приведены в Графе 6. Ввиду того, что распределе­
ние симметрично, j»(. £ввта*©чно вычислять только для положи­
тельных интервалов. 

В графе 7 получено теоретическое число npt = 40pt ошибок, 
одинаковое для соответствующих положительных и отрицатель* 
ных интервалов. В графе 8 приведены разности т -прл между 
фактическим и теоретическим количеством ошибок, а в графе 9 
- значения (щ - од)Уод -

Для оценки степени согласованности теоретического и ста­
тистического распределения на практике применяют так назы­
ваемые "критерии согласия". К. Пирсон в качестве меры расхож­
дения между pt и Q предложил формулу ( Q = mjn) 
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1=1 пр. 

По этой формуле х2~4,08. Распределение х 2 зависит от числа 
степеней свободы г, которое равно числу разрядов к без числа 
связей, накладываемых на частоты. Для нормального закона этих 
связей три: 

l } l Q = l ; 2 ) £ л ^ = а = Л * ( Д ) = [д]//г D D(x) = о2 = т2 

1=1 (=i 

В рассматриваемом примере а- -6,010, т.е. близка к нулю, 
поэтому ч«сло связей будет равно двум, а число степеней свобо­
ды /=12-2=* 10. 

По г и х 2 определяют вероятность р, используя формулу 

о 22 f ^\X 2 ' ?(к*.)Г'«~ г* 2 

где Г(г/2) - гамма-функция; Т(Й)=(П-1)!=1*2-3*...-(«-!), Если р 
меньше 0,1, то гипотеза отбрасывается как неправдоподобная. 

При г*10 подучим 2 5Г(5) = 3 2 1 2 « 3 - 4 = 32.24 = 768. 
Принимая у??=х й учитывая, что . 

J a aJ 

для рассматриваемого случая 
во 

f jc4ex/2dx = — i - Г е~хП(х4 + &х3 + 48л-2 + 192л + 384)]. 
J 768 4,08 

1 Г А..гП . 2 
' 768 

Подставляя вместо л пределы (подстановка верхнего предела 
дает ноль), в итоге находим р=0,9437>0,1 - Кроме того, значение 
р можно вычислить, используя табл. J 3. 

Выполненные исследования показывают, что рассмотренный 
ряд ошибок подчиняется нормальному распределению, так как: 
I) а^ЩЛ}=[А]/П=:-0.010=0; 2) в ряде нет ошибки, превы­
шающей Зт; 3) коэффициенты к\ и к2 практически равны их 
теоретическим значениям; 4) согласно критерию Пирсона веро­
ятность /?=0,942 значительно больше критического значения, 
равного 0,1. 

На рис. 44 построена гистограмма и выравнивающая кривая. 
На оси абсцисс отложены значения / = Д /m, а на оси ординат -
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значения у = р(&)*(hf4*)еч / 2 , где И-\1пь[1 - мера точносп 
Если ет=0,99*\ то h = 1/0,9971 = 0,7142, 

Г И» 

[71 
/ V 

V \ 
/ 

V 

V \ 

i* / 1 * i У 
V 
г / 

> 
3 V s i 

4* -V -г* -tf -<* - м м <* **• ** «**4 

Ямс 44 Гистограмма и выравнивающая кривая 
На рис. 44 для каждого интервала построены прямоугольна 

ки со сторонами / / + | -tt = 0,5 и высотами hr Значения / , се 
ответствующие данному интервалу, приведены в табл. 9. Вырая 
нивающая кривая построена путем соединения точек, получен 
ных на границе интервалов после откладывания значений у. 

21. Определение коэффициента корреляции н уравнении 
регрессии по опытным данным 

Если имеются пары наблюдений 

У^Уз*»- »Л> 
то для определения коэффициента корреляции используют фо| 
мулу 

нтт 
л у где 

-'-*• Н* -.-№> ...JE3 (33 

При п>50 дат определения среднего квадратического о 
клонения коэффициента корреляции используют форму! 
В.ИРошанедского 
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c r = ( i ~ r 2 > / ^ . C34) 
При 

щ>3ст ( 3 5 ) 

связь считается установленной. Наименьшее значение rO T i n, 
удовлетворяющее условию (35), вычисляют по формуле 

^ = ( ^ « + 3 6 - ^ ) ^ 6 . (36) 

При я<50 дяж оценки надежности коэффициента корреля­
ции используют ьгрятерий Фишера 

«=l6no+r)-ina-r)bimb^ &n 
2 2 Х-г 

который подчиняется закону нормального распределення. Из 
формулы (37) находим 

Среднее квадратвческое отклонение величины z вычисляется 
по формуле 

at=\ljn^b. (39) 
Уравнение регрессии имеет вид 

_ т (40) 
>'*у+г—Цх-х); 

т 
X 

х=*х+г^{у-у). ( 4 | ) 
т 

у 
Среднее квадратическое отклонение коэффициентов регрес-

сии при большом л вычисляют по формулам 
_ т х fiZTT _ т у f— 1 •• (42) 

- » , • " 3 

П р и м е р : В табл. 10 приведены абсолютные ошибки 
| Л | в превышениях, полученных при геометрическом нивелиро­
вании, и длины D ходов нивелирования. Вычислить коэффици­
ент корреляции величин f Л ( и D, коэффициент регрессий, оце­
нить их точность и составить уравнение регрессии. 

Р е ш е н и е : Строим график (рис 45) , на котором по оси 
абсцисс откладываем Д а по оси ординат - ошибки [ Л f, в итоге 
получаем 16 точек, положение которых показывает существова­
ние корреляции между D и | Д |. 
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Таблица 10 Р! 

D.KM 
(x) 

1Д1 
мм (y) 

SP= D.-D A - д - д SD2 5Д 2 SD5A 

1 7,9 81 +3,1 +29 9,61 841 +89,9 
2 3,4 43 -1,4 -9 1,96 81 + 12,6 
3 1,5 7 -3.3 -45 10,89 2025 + 148,5 
4 4,8 45 0 -7 0 49 0 
5 8,9 74 +4,1 +22 16,81 484 +90,2 
6 2,5 31 -2,3 -21 5,29 441 +48,3 
7 5,4 65 +0,6 +13 0,36 169 +7,8 
8 7,7 87 +2,9 +35 8,41 1225 +ГО1.5 
9 8,1 79 +3,3 +27 10,89 •729 +89,1 
10 2,1 IB ^2,7 -34 7,29 1156 +91,8 
li 3,7 43 -U -9 1,21 81 +9,9 
12 4,0 55 -0,8 +3 0,64 9 -2,4 
П 2,0 31 -2,8 -21 7,84 441 +58,8 
J4 6,7 79 + 1,9 +27 3,61 729 +51,3 
15 6,1 64 + 1,3 +12 1,69 114 + 15,6 
16 2,6 35 -2,2 -17 4,84 289 -37,4 

0 = 4,84 Д = 52 £=+0.6 5>+0,5 I= 9 ' -34 Z = 8 8 9 3 £=+850,3 

14 мм 

mZr* 
j f * 1 0 

**9 
- .—1 J - — 

0 S WSf*m 

Рис. 45 К определению уравнения регрессии 

По формулам (32), (33) и результатам вычислений в табл. 10 
находим 
т D - yj[m2^n я ^91,34/Тб = 2,39; ю^г = $$? \п = ^8893/ 16 « 23,6 W 

г-
85Q3 

тпРтШ J 6 - 2 , 3 9 2 3 , 6 

= +0,44 
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Учитывая сравнительно небольшое число измерений, для 
оценки надежности коэффициента корреляции применим крите­
рий Фишера z « По формуле (37) для коэффициента корреляции 
г=+0,94 находим 

1. 1+г 1 1,94 ._,„„ 
2 \-г 2 0.06 

Оценивая надежность г по формуле (39), имеем 
<у.= 1 /7^3 = 1/^16- 3 = 0,277, 

т.е. меньше 0,829. Следовательно, можно считать, что прямая 
корреляционная связь установлена. 

С вероятностью 0,954 получим f=2,00 (значение t найдено в 
4 4 Дф(г) 

табл. 9 по вероятности 21». =2Ё — = 2 • 0,477 = 0,954), и 
1 ' 1 2 

величина z может иметь значения: 
1,7380-ftr. < z< 1,7380+ to Л 

подставляя f=2,00 н О", =0,277, получаем ij 84 £ z < 2,292 
По формуле (38) находим соответствующие крайним значе­

ниям г коэффициенты корреляции + 0,829 <г £+0,9805

 т-е. с ве­
роятностью не менее 0,954 действительный коэффициент корре­
ляции может располагаться между +0,829 и +0,980. По формуле 
(36) яри «=16 

гпм = (V16 + 36 - л/Гб)/ 6 = 0,535. 
Используя формулу (40), составим уравнение регрессии Д 

на О. Учитывая значения Щ = | д | | - 52,3; г = 0,94, тх=т»= 2,39; 
т> = тщ « 23,6- х » D = 4,84, получаем: 

|Д,[ = 523 + 0,94(23,6/ 2,39)(Д - 4,84) = (9,287), + 7Д8)лш, 

где Д - расстояние в километрах. 
Полученное уравнение прямой наносим на график (см. рис. 45). 
Надежность коэффициента регрессии р =/•(/«./#1?^) = 9,28 

приближенно можно оценить по первой из формул (42). В ре­
зультате получим 

_23,6 jl-0,94 2

 n M 

а^и>-В9\"Тб^Г' 0' 9 3 , 

следовательно, р ( д | / д = 9,28 ±0,93-

69 



Если случайные величины хну подчинены нормальному за?« 
кону распределения, то корреляция между ними считается уста?* 
новленной при значении 

К=/^/(я-2)/(1-г 2) , (43! 
где г определяют по формуле (32), оно не попадает в интервал 

-Vp<V<V0. (443 
В формуле (44) величину Vp находят из таблиц распределе­

ния Стьюдента (табл 11) по вероятности ^ 1 и числу степеней 
свободы п-2. По условиям рассматриваемой задачи (г=0,94 
л=16) имеем 

K=(0,94/Vl-0,94Vl6-2 = 10,31. 
В табл. 11 для р = 0,999 и в-2=14 находим V = 4,2 и 

-4,2<V<4,2. (4 | 
Так как значение V - 10,31 не содержится в интервале (45] 

то О н | А | коррелированы. 

Таблица I 

п-2 
Коэффициенты Стьюдента при доверительной вероятности Д J 

п-2 
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,95 0,98 0,99 0,99^ 

4 0,77 0,98 1,3 1,6 2,4 3,2 4,5 5,8 t2*i 
6 0,73 0,92 1,2 1 5 2,0 2,6 3,4 4,0 6,9 i 
7 0,72 0,90 1,4 Ь9 2,4 3,1 3,7 6 , P 
8 0,71 0,90 1,4 1,9 2,4 3,0 3t5 Щ 
9 0,71 0,90 1.4 1,9 2,3 2,9 3,4 5 ' ° l 
10 0,70 0,88 1,4 1,8 2,3 2.8 3,3 4,8 4 
11 0,70 0,88 1,4 1,8 2,2 2,8 3,2 4,6 
12 0,70 0,87 1,4 1,8 2,2 2,7 3,1 4,5* 
14 0,69 0,87 1,4 1,8 2,2 2,7 3,0 4,21 
16 0,69 0,87 13 1,8 2,1 2,6 2,9 4,0j 
20 0,69 0,86 13 1,7 2,1 2,5 2,9 3*1 
ЯО 0,68 0,85 1,4 1,7 2,0 2,5 2,8 зд 
40 0,68 0,85 1,3 1,7 2,0 2,4 2,7 3 , 6 | 
оо 0,67 0,84 1,0 1,3 1,6 2,0 2 3 2,6 з.зЛ 



22. Оценка точности функций измеренных величин 

Нередко искомые величины непосредственно измерить нель­
зя и нх определяют путем вычисления функции измеренных ве­
личин. Ошибка функции будет зависеть от ошибок входящих в 
нее аргументов. Предположим, что в функции 

И - / ( Л Ь * М - . . > Л : Й ) (46) 

аргументы х 9х ,...,* попарно коррелнрованы и получены со 
I 2 п 

средними квадратическими ошибками т ,mx^...jn . Средняя 
квадратическая ошибка т функции в этом случае определяется 
по формуле 

^Г^ +"1С1^ +1^1^Г^^Ш л2 Эхп j m % \ э * ( | э * 2 у 

+ 2 ^\^}\.^tt^ 
(47) 

Значения частных производных обычно определяют по при­
ближенным значениям аргументов. При вычислениях по форму­
ле (47) производные вычисляют с сохранением трех значащих 
цифр, в конечном результате удерживают две значащих цифры. 
Коэффициенты корреляции Гх х ,.,.,rx x предварительно оп­
ределяют из специальных исследований. 

П р и м е р : Определить среднюю квадратическую ошибку 
функции и = Зл̂  + 2*2, если 

Р е ш е н и е : По формуле (47) находим 

"u^f^j —% +4п£ +2-32-0,7хтх тх ~4,6пи 
2 / 2 

Если аргументы функции (46) некоррелированы (г . =0) , 

то вместо (47) получаем формулу 

Для приведенного выше примера при г = 0 имеем 
(48) 

ти = hm* +4mJ = 3,6m. 
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Для линейно** функции u^±kiXl $к2х2 ± . , .±к п х п част­
ные производные ( * \ =г к •> а 

Эх. 1 

'"„ =^| 2Ц+ф»? 2+.^^т1л = /|*?т|.. (49) 
Для функции u = ±xl±x2±...±xft частные производные 

Э/7Э*,=1, 

' ^ "~ '" (50) "Ь * 1/тД + '"?2 + + Ж 'л * V Д Ч •t 
Если функция имеет вид м _ «_, то целесообразно 

> 1 > ' 2 - ^ 

предварительно выполнить ее логарифмирование: 
lnw=ln^, +1пх2 +... + |пл-я - In .у, - l n y 2 - . . . - In у 

Используя формулу (48), получаем Эи/Эд; =1/л;,<ЫЭ);, =1/^ и 

- I К 1 ) 
+ . + 

У\ 
'V 

h 
+...+ Ж 

Уп 

п "% «Г1 
'* (50 

В некоторых случаях оценивают не сами величины, а деся­
тичные логарифмы этих величин. Для определения связи между 
средней квадратической ошибкой величины и средней квадра­
тической ошибкой десятичного логарифма этой же величи­
ны воспользуемся связью между десятичными и натураль­
ными логарифмами lg u~M In и. Тогда 

*it]gu=M(mutu), ( 5 2 ) 

fttu=(utM)mlgu. ^ 

Значениещ обычно определяют в единицах шестого знака 
логарифма, поэтому, умножая левую и правую части формулы 
(52) на Ю \ получаем т , 10б = т^ивед,Ьзн.лог~\0Ьм(ти!ц)\ 

ти ==-£-«,„ *«лбзи.л«-.откуда,учитывая А/~0,434, 
10° М g 

mutu~my вед.Ьзр.яогИО М = W| g ( |e ед.бзн.яог/ 434000 . (54) 

72 



П р и м е р . Определить относительную среднюю квадратине-
скую ошибку стороны mis* если средняя ква^эвтическая ошибка 
логарифма этой стороны m ^ - 3,7 ед. б-ro знака логарифма. 

Р е ш е н и е . Подставляя в формулу (54) вместо тх значе­

ние щ = ч,7*ед6ммк> находим т / 5 = 3,7/434000= 1/117000 • 
При выполнении различных расчетов часто возникает необ­

ходимость по известной точности функции найти точность опре­
деления каждого аргумента. При решении этой задачи обычно 
используют принцип равных влияний, согласно которому пола­
гают 

(Ж. "4 = 'Ж. 
дх2) Эх mi = Ю2 

дх 
тг> 

и вместо выражения (48) получим 

ш., = , \п\ т. ^ 

откуда 
Э/ 
Вх} * дх2 

т. 

Ъ1 
Ъх 

дх„ ч 
(55) 

П р и м е р . Превышение между точками получено методом 
тригонометрического нивелирования по формуле A=stg v. С ка­
кой точностью необходимо определить горизонтальное проло-
жение г= 145,00 м и угол наклона e=4°3G\ чтобы превышение h 
было получено со средней квадратической ошибкой mh - 0,05л* ? 

Р е ш е н и е . 
По формуле (48) находим 

,2 

ml**tg2vm] + т 
cos 4 г р 2 

Согласно (55) 

\tgvm 

откуда 

т. 

т. —• 

cos" v р 

0,0354 = 0,0354 _ 
tgv /#4°30'" 

= ̂ , ^ = 0,0354, 
VI V2 

0,45л/:-—-

.2 ло-

0,45 _ 1 
145 320' 

„ , « £££! l l 0 ,0354 = 3 4 3 8 W 4 ' » = 

j 145 
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23. Обработка результатов равноточных измерений 
одной величины 

Положим, что некоторая величина, истинное значение кото­
рой равно X, измерена #Ш»аз; в результате измерений получены 
значения xl,x2t..,xft, «wSo/Дные от систематических ошибок. 
Случайные ошибки результатов измерений 

З Ц ^ - Х ; 

Д„=х я -Х. 
Суммируя левые и правые части этих выражений, находим 

откуда 

п п 
Последнее слагаемое при большом числе п на основании 

четвертого свойства случайных ошибок стремится к нулю, по­
этому 

Х ^ И = * ' + е > + * + £ 2 + " + * + Е « = / - Д (56) 
п п п 

где х - приближенное значение измеряемой величины; £, - укло­
нение х, от х\ т.е. е, =х, -дг',1 = 1,2,...,л;я - число измерений. 
Формула (56) показывает, что вероятнейшим, т.е. наиболее на­
дежным, значением является средиее арифметическое х (ариф­
метическая середина) из результатов равноточных измерений. 

Для определения средней квадратической ошибки арифме­
тической середины воспользуемся формулой (48). Для большей 
наглядности перепишем формулу (56) в виде выражения 

Очевидно* 
п п п 

Эх, dxt дхп п 

Для равноточных измерений m e m - > # = m ^ =т^> поэтому 
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M = TJnm2Jn2=m, l4n. (57) 
Следовательно, точность среднего арифметического возрас­

тает с увеличением числа измерений п , но при п-15-20 преобла­
дающее влияние на величину М будут оказывать остаточные 
систематические ошибки, поэтому практически выполнять более 
15-20 измерений нецелесообразно. Для существенного повыше­
ния точности результатов измерений необходимо использовать 
более точные приборы, более совершенную методику измерений 
и т.п. 

Для определения входящей в формулу (57) средней квадра-
тической ошибки тх одного измерения в формуле Гаусса(47) 
выразим [Д2] через [и 2], где vt = х, - х - отклонения изме­
ренной величины от арифметической средины х. Подставляя в 
Af = xt - X вместо xt его значение xt - х + V,, находим 

Д,з= x-X~vr 

Возведя в квадрат левые и правые части, после суммирова­
ния имеем 

[А2]=П{Х-Х)2 +[V2]-2(X-X)[V]. (58) 

Суммируя левые и правые части выражений 
vl=xi- х; 
v2-x2- х\ 

* •» 
Ч =**"*» 

получаем 
М=М-дх. 

Подставляя вместо х его значение из (56), имеем 

л 
т.е. сумма отклонений V равна нулю при любом числе измере­
ний (первое свойство ошибок V ). Если при определении средне­
го арифметического х имеется ошибка округления 

После деления левой и правой части равенства (58) на и по­
лучаем 

[A2]fn = (x-X)2+[v2]!n. 
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При большом числе п значение истинной ошибки арифме­
тической средины можно принять равным значению М, опреде­
ляемому по формуле <57), учитывая формулу Гаусса, 

wi 2 =(w 2 /«)+|> 2 J/«)» 
откуда находим формулу Бесселя 

т = №\1{п-\)- (59) 

Для контроля вычисления |l> J используют формулу 

где v, =х, — л1; л1 - приближенное значение измеряемой вели­
чины х. 

Средние квадратическне ошибки величии тъ М определяют 
по формулам 

тт =^>/2(«-D;w A / =M/V2^. (60) 
Пример обработки ряда равноточных измерений приведен в 

табл 12 (результаты десяти равноточных измерений линии). 

Таблица 12 
1 / , , м 

-110385 
мм 

е! 
мм 

ч1 Вычисление 

4 лтш +3 9 +2 4 Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

2 38* -4 16 -5 25 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

3 394 +9 81 +8 64 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

4 387 +2 4 +1 Г 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

5 385 0 0 -1 1 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

Ь 110,379 -6 36 -7 49 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

7 393 +8 64 +7 49 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

8 386 +1 1 0 0 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

9 382 -3 9 -4 16 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 10 389 44 16 4-3 9 

Jt*=l 10,385 м,*=110,385+14/10= 
-110,386 м, m=-J2W9-4,9мм, 

M S 4 , 9 / > / F O = U 5 6 M M , 

m w = l,5/V20=03Mw. 
J C = U 0 , 3 8 6 J W ± 1 , 6 M M 

Контроль 
/? = ^ - ^ = 1 1 0 3 8 6 - 1 1 0 3 8 6 , 4 = 
=Ч),4льм 
[ и ] = - Л ^ ^ + 4 л ш 

[u 2 ]* | f i 2 ] - [£f /я = 236-14 г /10 = 216 

I 14 236 +4 218 
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